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◆❡✉r❛❧ ❘❛❞✐❛♥❝❡ ❋✐❡❧❞s ✭◆❡❘❋✮ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② r❡✈♦❧✉t✐♦♥✐③❡❞ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦✈❡❧
✈✐❡✇ s②♥t❤❡s✐s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡✐r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s r❡♠❛✐♥s ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❣♦♦❞
❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ❤❛r❞❧② ♠❡t ✇❤❡♥ ❝❛s✉❛❧❧② ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❛ s❝❡♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❤❛♥❞❤❡❧❞ ❞❡✈✐❝❡
✇✐t❤♦✉t ❝❛r❡❢✉❧ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛rt✐❢❛❝ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❛♣❛❝✐t② t♦
r❡❝♦✈❡r ♦✉t✲♦❢✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ r❡❝❡♥t ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✱ ♥❛♠❡❧②
❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✭❡✳❣✳ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥✮✱ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❞✐✈❡rs❡ ✷❉ ♣r✐♦rs✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❜♦t❤ ❣♦♦❞ ❞❛t❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ q✉❛❧✐t②✳ ❲❡ t❤✉s ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❧✐❢t t❤❡ ❧❛tt❡r t♦ ✸❉ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠
✧♥❡✉r❛❧ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s✧ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ♣r❡✲tr❛✐♥❡❞ ◆❡❘❋ s❝❡♥❡s✳ ❚♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♠♦st❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤r❡❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ ❋❡❛t✉r❡ ❋✐❡❧❞s✱ ❙❝♦r❡ ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✭❙❉❙✮ ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡✲❣✉✐❞❡❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤r♦✉❣❤ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s
❝♦♠❡ ✇✐t❤ str♦♥❣ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s t✐❡❞ t♦ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❜✐❛s❡s ♦❢ ❧❛r❣❡✲
s❝❛❧❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ t❡①t✲t♦✲✐♠❛❣❡ ❝r♦ss✲♠♦❞❛❧✐t② ♣❛r❛❞✐❣♠✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t str♦♥❣❡r
❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r✐♦rs ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡s❡ ✧❣❡♥❡r✐❝✧ ♠♦❞❡❧s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❛❞❛♣t❡rs ❧❡✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t s❝❡♥❡s✳
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❉❡s♣✐t❡ ❞❡❝❛❞❡s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✱ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✷❉ ✐♠❛❣❡s r❡♠❛✐♥s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡
♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ✷❉ ♣r✐♦rs t❤❛t ✐♥♣✉t
✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✱ ♣r♦✈✐❞❡ ✉s ✇✐t❤ ✭❡✳❣✳ ✜①❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ s♣❛rs❡ ❝♦✈❡r❛❣❡✱ ❡t❝✮✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s
r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛r❞✉♦✉s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ◆❡✉r❛❧ ❘❛❞✐❛♥❝❡ ❋✐❡❧❞s ✭◆❡❘❋✮ ❬✻✻❪ ❤❛✈❡
s❤♦✇♥ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ■♠♣❧✐❝✐t ◆❡✉r❛❧ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
✭■◆❘✮ ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❱♦❧✉♠❡ ❘❡♥❞❡r✐♥❣ ❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ st✐❧❧ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
tr❛✐♥✐♥❣ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛♠♣❡rs t❤❡✐r ✇✐❞❡ ❛❞♦♣t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ❤❛♥❞❤❡❧❞ ❞❡✈✐❝❡s✳

❚♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✱ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❆ r❛♥❣❡ ♦❢ ✇♦r❦s ❤❛s ❢♦❝✉s❡❞
♦♥ r❡♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✐t❤❡r ❣❡♦♠❡tr② ✭❡✳❣✳ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❬✶✶✹✱ ✻✱ ✶✷✽❪✮ ♦r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✭❡✳❣✳ ♠❛t❡r✐❛❧
♠♦❞❡❧s ❬✶✵✾❪✮✳ ▼❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡❞ ♣r✐♦rs ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✐❣♥❛❧s s✉❝❤ ❛s ❞❡♣t❤ ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ②✐❡❧❞
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ s❝❡♥❡✲s❝❛❧❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❬✷✶✱ ✽✹❪✳ ❉♦♠❛✐♥✲s♣❡❝✐✜❝ ♣r✐♦rs ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❡✐t❤❡r ❛s ❝❧❛ss✲❜❛s❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♠♦❞❡❧s ❬✸✶✱ ✺✺❪✱ ❢r♦♠ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ✈♦❧✉♠❡s ❬✶✷✺✱
✶✸❪ ♦r t❤r♦✉❣❤ ❧♦❝❛❧ ♣❛t❝❤✲❜❛s❡❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ❬✶✶✼✱ ✽✺❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ r❡❣✉❧❛✲
r✐③❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✜① ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ◆❡❘❋ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts ✭❡✳❣✳ ✢♦❛t❡rs✮ ❬✼✵✱ ✼✹✱ ✾✵❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧ ❢❛❧❧ s❤♦rt ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ✷❉ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞✿ ❉✐✛✉s✐♦♥ ▼♦❞❡❧s✳ ❚❤❡
❧❛tt❡r ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❣r♦✉♥❞❜r❡❛❦✐♥❣ s❡♠❛♥t✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡✐r ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥
❤❛s s♦ ❢❛r ♠♦st❧② ❜❡❡♥ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❡①t✲t♦✲✐♠❛❣❡ ✭❚✷■✮ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡♠
t♦ ✐♠♣r❡ss✐✈❡✱ ②❡t ❧✐♠✐t❡❞ t❡①t✲t♦✲✸❞ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s❬✼✻✱ ✶✶✸✱ ✺✹❪✳ ❖✉r ❣♦❛❧ s❤❛r❡s s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ s♦♠❡ ♦❢
t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✿ ❤♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❧✐❢t t❤❡ ✷❉ ♣r✐♦rs ♦❢
❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ✈✐s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✭❡✳❣✳ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❬✽✼❪✱ ■♠❛❣❡♥ ❬✾✶❪✮ ✐♥ ❛ ✸❉ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠❛♥♥❡r❄
❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡♠✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✧♥❡✉r❛❧ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s✧ ✭♦r ❡✈❡♥ ✧❤❛❧❧✉❝✐♥❛t✐♦♥s✧✮
❢r♦♠ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ r❡❛❧ ✸❉ s❝❡♥❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡♠ ❞✐r❡❝t❧②
t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r str✉❝t✉r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ s✐❣♥❛❧✱ ♥❛♠❡❧② t❡①t✳ ❲❡ ✐♥s✐st ♦♥ t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇❡
❝❤♦s❡ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♣r❡✲tr❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐st ✷❉ t❡①t✲t♦✲

✐♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❡♥s✐✈❡ r❡✲tr❛✐♥✐♥❣ ♦r ✜♥❡✲t✉♥✐♥❣✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
s♦✉❣❤t ✧❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s✧✿ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✉♣s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞✴♦r r❡❝♦✈❡r ❤✐❣❤✲
❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡t❛✐❧s ❜✉t r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✧❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s✧ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ♠❡❛♥s tr❛❞✐♥❣ ♦✛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❛❝❝✉r❛❝②✳

❆s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤✐s t❛s❦ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❛s t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✉❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ❣❛♣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ✉s❡❞ t♦ tr❛✐♥ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ◆❡❘❋ s❝❡♥❡✳ ❲❡ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜✉t ♣r♦✈✐❞❡
♥♦✈❡❧ ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❜✐❛s❡s ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
♠♦❞❡❧s✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿ ✧♣❡r❝❡♣t✉❛❧✧ ❢❡❛t✉r❡ ✜❡❧❞s✱ ❙❝♦r❡ ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥
❙❛♠♣❧✐♥❣ ✭❙❉❙✮ ❬✼✻❪ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ❢❡❛t✉r❡✲❣✉✐❞❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❲❡ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥s✐❣❤ts ✇❡
♣r♦♣♦s❡ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ❣✉✐❞❡ ❢✉t✉r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✷



❈❤❛♣t❡r ✷

❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

❆s ✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ♠❛♥② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❛❝❦❧❡ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♠✉st ❝♦✈❡r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢
r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤✐♥❣s ❝♦♥❝✐s❡✱ ✇❡ ❧❡❛✈❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s t♦ ❝❤❛♣t❡r ✸✳

❚❡①t✲t♦✲✸❞✳ ❉r❡❛♠❋✉s✐♦♥ ❬✼✻❪✱ ❙❝♦r❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❈❤❛✐♥✐♥❣ ❬✶✶✸❪ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❡①t✲t♦✲
✸❞ ♦❜❥❡❝t ✭♦r s❝❡♥❡✮ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ t❡①t✉❛❧ ♣r♦♠♣t ❜② ❞✐st✐❧❧✐♥❣ ✷❉ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r✐♦rs t❤r♦✉❣❤ ❛♥
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❧❡❞ ❙❝♦r❡ ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✭❙❉❙✮✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s s✐♥❝❡ t❤❡♥ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ✈❛r✐♦✉s s✉❜♠♦❞❛❧✐t✐❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❣r❛♣❤✐❝s ❬✹✹❪✱ t❡①t✉r❡s ❬✽✸❪ ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② st②❧✐③❡❞ t❡①t ❬✹✸❪✳
❚❤❡s❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♥❞ ❣❡♥❡r✐❝ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛s ✐t ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐❧❧✲♣♦s❡❞
♣r♦❜❧❡♠✱ ❙❉❙ r❡q✉✐r❡s ❤✐❣❤ t❡①t ❣✉✐❞❛♥❝❡ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② s❛t✉r❛t❡❞
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ♠✐ss✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ♦❜❥❡❝t✲❝❡♥t❡r❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♠♣t ❜✐❛s ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❏❛♥✉s
♣r♦❜❧❡♠ ❬✼✻❪ ✐s t❤❡ ♠♦st str✐❦✐♥❣ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✿ ▼❛❣✐❝✸❉ ❬✺✹❪
✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ♣r♦❝❡ss t♦ r❡❝♦✈❡r ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡t❛✐❧s t❤❛♥❦s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ♠❡s❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱
❍♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✵❪ ❛♥❞ ❆r♠❛♥❞♣♦✉r ❡t ❛❧✳ ❬✸❪ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❞❡❜✐❛s ♣r♦♠♣ts ✐♥ ❛ ✸❉✲❛✇❛r❡ ♠❛♥♥❡r✱ ❙❡t✲
t❤❡✲❙❝❡♥❡ ❬✶✽❪ ❛♥❞ ▲♦❝❛❧❧② ❈♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❬✼✺❪ ❝♦♠♣♦s❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❙❉❙ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ Pr♦❧✐✜❝✲
❉r❡❛♠❡r ❬✶✶✻❪ ❛♥❞ ❍✐❋❆ ❬✶✸✷❪ ❡♥❛❜❧❡ ❤✐❣❤✲✜❞❡❧✐t② s❛♠♣❧✐♥❣ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧
❙❝♦r❡ ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❛ ♠✉❧t✐st❡♣ ❛♥♥❡❛❧❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ str❛t❡❣② ✇✐t❤ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛✲
t✐♦♥✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s r❡❧② ❛❧♠♦st ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ t❡①t✉❛❧ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❡①t✉❛❧
✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦r ✜♥❡✲t✉♥✐♥❣ t♦ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ✷❉ ✐♠❛❣❡s ❬✷✵✱ ✶✷✷✱ ✼✾✱ ✶✵✵❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❡①t ❝❛♥♥♦t ❝❛♣t✉r❡
t❤❡ ❢✉❧❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ✇♦r❧❞ ❛♥❞ ✜♥❡✲t✉♥✐♥❣ ✐s ♣r♦♥❡ t♦ ❝❛t❛str♦♣❤✐❝
❢♦r❣❡tt✐♥❣ ❛♥❞ ♦✈❡r✜tt✐♥❣✳

❋❡✇✲s❤♦t ◆❡❘❋s✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❛❜❧❡ ◆❡❘❋s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡
♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣✐①❡❧✲❛❧✐❣♥❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ✈♦❧✉♠❡s ✉s✉❛❧❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s
✇✐t❤ ❛ ❈◆◆ ❡♥❝♦❞❡r ❬✶✷✺✱ ✶✸✱ ✶✶✺❪ ♦r ❛ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❬✾✽❪✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ t❤❡♥ r❡♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t
✈✐❡✇ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❡✐t❤❡r ✈✐❛ ❛ ♣♦♦❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❬✶✷✺❪✱ ✉s✐♥❣ ❛ r❛② tr❛♥s❢♦r♠❡r ❬✶✶✺✱ ✾✽❪ ♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❬✶✻❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ❜✉✐❧❞s ♦♥ ❝❛t❡❣♦r②✲❧❡✈❡❧ ♣r✐♦rs t❤❛t ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞
❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤❡s❡ ❝❧❛ss✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♠♦❞❡❧s ❬✶✶✽❪ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❛♥t✱ ❜✉t t❤❡✐r
s✉❝❝❡ss r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝❧❡❛♥✱ ②❡t r❡str✐❝t❡❞✱ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❡② ❜✉✐❧❞ ♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❢❛✐❧ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦
r❡❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① s❝❡♥❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳

■t❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ st❛rt ❢r♦♠ ❛ t❡①t✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♠❡s❤ ❜② ❝❛r❡❢✉❧❧② ✐♥♣❛✐♥t✐♥❣ ❞✐s♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣
❛♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❞❡♣t❤ ❬✷✼✱ ✹✷❪✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♥str✉❝t
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥❧✐♥❡ ❛♥❞ ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ✇❛② ❬✽✷✱ ✶✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛❜r✉♣t ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s ❛r❡ ❡✐t❤❡r r❡str✐❝t❡❞ t♦ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t②♣❡s ♦❢
s❝❡♥❡s ✭❡✳❣✳ r♦♦♠s ❬✹✷❪✱ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧♦s❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❬✷✼❪✱ ♦✉t❞♦♦r ❛❡r✐❛❧ s❝❡♥❡s ❬✶✵❪✮ ♦r ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❧✐♥❡❛r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❬✷✼❪✳

▲♦❝❛❧ ♣r✐♦rs✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ❞❛t❛ ♣r✐♦rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❝♦❧❧❡❝t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✐♥ q✉❛❧✐t②✳ ❆ ❧✐♥❡ ♦❢ ✇♦r❦s ❤❛s r❡❝❡♥t❧② s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♣r✐♦rs t❤r♦✉❣❤ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡s❡
❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ✷❉ ✭❡✳❣✳ ●❆◆s ❬✽✺❪ ♦r ❉✐✛✉s✐♦♥ ▼♦❞❡❧s ❬✶✷✵❪✮ ♦r ✸❉ ❬✶✶✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡✐♥❣ ❧♦❝❛❧✱ t❤❡s❡ ♣r✐♦rs
❝❛♥♥♦t ❛❞❞r❡ss ♠♦r❡ ❛♠❜✐t✐♦✉s ✧♥❡✉r❛❧ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s✧ ❛♥❞ ❧❛❝❦ ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞

✸



t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✳

P❡rs♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧♦s❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ✭❛♥❞ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❜✐❛s❡❞
t♦✇❛r❞s t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✮ ♣r✐♦rs ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ♠❛♥② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
t♦ s♣❡❝✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❧❛tt❡r t♦ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡s✳ ❚❡①t✉❛❧ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❬✷✽❪ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❝❛♣t✉r❡
t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥s✐❞❡ ❛ t♦❦❡♥ ✇❤♦s❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐s ❧❡❛r♥❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧②
❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ❜♦tt❧❡♥❡❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✇ ❡①♣r❡ss✐✈✐t② ♦❢ t❡①t
❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡♥t❡♥❝❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❢✉rt❤❡r
❡①t❡♥s✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❛t ♦♣t✐♠✐③❡ ✧t❛✐❧✧ t♦❦❡♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❬✸✷❪✱ ❧❡❛r♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s
❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❬✶✾❪✱ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❯✲◆❡t ❬✶✶✶❪ ♦r
❜♦t❤ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ ❤②♣❡r♥❡t✇♦r❦ ❬✷❪✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s st✐❧❧ str✉❣❣❧❡ t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡
❝♦♥❝❡♣ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡s ✭❡✳❣✳ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦r ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t ❜❧❡❡❞✐♥❣✮✳ ❚♦ t❤✐s ❡①t❡♥t✱ ❇r❡❛❦✲❆✲
❙❝❡♥❡ ❬✹❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♠❛s❦ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧♦ss ❛♥❞ ❛ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ❧♦ss✳ ❆♥♦t❤❡r ♦♥❣♦✐♥❣ ❞❡❜❛t❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐t② ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t②✱ ②❡t ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ ✜♥❡✲t✉♥✐♥❣ ❬✽✾❪ ❛❣❛✐♥st ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✶✵✸✱ ✹✾❪✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❛♠♣❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❝❧♦s❡ t♦ ❛ t❛r❣❡t ✷❉✴✸❉ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡
✉s❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✐❣♥❛❧s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞❡♣t❤✱ ♣♦s❡s✱ ♥♦r♠❛❧ ♠❛♣s✱ ❡t❝✳ ❚❤❡s❡ s✐❣♥❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✈✐❛ ❛❞❛♣t❡rs ♦r ❤②♣❡r♥❡t✇♦r❦s s✉❝❤ ❛s ❚✷■✲❆❞❛♣t❡r ❬✻✽❪ ♦r
❈♦♥tr♦❧◆❡t ❬✶✷✾❪✳ ❆♥♦t❤❡r ❧✐♥❡ ♦❢ ✇♦r❦ ❡①t❡♥❞s ❝❧❛ss✐✜❡r✲❢r❡❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❬✸✾❪ ❛♥❞ r❡✲❢♦r♠✉❧❛t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣
❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ s✉♣♣♦rt ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥str❛✐♥t
❧♦ss ❬✺❪✳ ❆s s❤♦✇♥ ❜② ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✺✻❪✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛s ❊♥❡r❣②✲❜❛s❡❞
♠♦❞❡❧s ❬✺✶❪ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦❧♦r ❬✷✾❪✱ ❧❛②♦✉t ❬✶✹❪✱
❢❛❝❡s ❬✺❪ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❡❞✐t✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦s ❬✷✹❪✳

■♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❆t ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧✱ ❛s ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ tr❛✐♥❡❞
t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s❝♦r❡ ♦❢ ❛ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡✐r tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞
♠❛❥♦r✐t② ♠♦❞❡s ❬✾✷✱ ✶✵✼❪✳ ❆t ❛ ✜♥❡r ❧❡✈❡❧✱ ✐t ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢
❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❝❛♣t✉r❡ str♦♥❣ s❡♠❛♥t✐❝ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❡✈❡r❛❣❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠
t❛s❦s s✉❝❤ ❛s ♦♣❡♥✲✈♦❝❛❜✉❧❛r② s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬✶✷✸❪ ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❬✶✷✼✱ ✶✵✶✱ ✻✵✱ ✸✺❪✳
▼♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♦✉r ♣r♦❥❡❝t✱ Pr♦♠♣t✲t♦✲Pr♦♠♣t ❬✸✻❪ s❤♦✇s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s t♦
♣❡r❢♦r♠ ♣r♦♠♣t✲❣✉✐❞❡❞ ❡❞✐ts ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛②♦✉t ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❧❛②♦✉t✲❜❛s❡❞ ♦r s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❬✶✹✱ ✻✶✱ ✼✷❪✱ ♥✉rs❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞
❝♦♥❝❡♣ts ❬✶✷✱ ✶✶✾❪✱ ✐♠♣r♦✈❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧✐t② ❬✷✻❪✱ r❡❞✉❝❡ ✐♥❝♦rr❡❝t ✧✈✐s✉❛❧ ❜✐♥❞✐♥❣s✧ ❬✽✵❪ ❛♥❞ ✐♥❥❡❝t
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❬✷✾❪✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ s♦♠❡ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② s❡❧❢✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❬✽✱ ✹✶❪ ♦r ❡✈❡♥ r❡s✐❞✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ❬✶✵✻✱ ✷✹❪✳

✹



❈❤❛♣t❡r ✸

❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ st❛rt ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ◆❡✉r❛❧ ❘❛❞✐❛♥❝❡ ❋✐❡❧❞s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠❛t✐③❛t✐♦♥ r❡❧✐❡s ❛♥❞
t❤❡♥ ♠♦✈❡ ♦♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❜❡❤✐♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳

✸✳✶ ◆❡❘❋

◆❡✉r❛❧ ❘❛❞✐❛♥❝❡ ❋✐❡❧❞s ✭◆❡❘❋✮ ❬✻✻❪ r❡♣r❡s❡♥t ❛ s❝❡♥❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ fθ ✇✐t❤ tr❛✐♥❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ✱
♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ✸❉ ♣♦s✐t✐♦♥ x ❛♥❞ ❛ ✸❉ ❞✐r❡❝t✐♦♥ d t♦ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❘●❇ ❝♦❧♦r c ❛♥❞ s❝❛❧❛r ❞❡♥s✐t② σ✳
■♠❛❣❡s ❛r❡ r❡♥❞❡r❡❞ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ r❡♥❞❡r✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ q✉❛❞r❛t✉r❡✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ◆❡❘❋ ✉s❡s ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ r❛②✲♠❛r❝❤✐♥❣ ❬✻✷❪ ❛❧♦♥❣ ❛ r❛② r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

Ĉ(r) =

N∑

i=1

Ti(1− exp(−σiδi))ci ✇✐t❤ Ti = exp



−
i−1∑

j=1

σjδj



 ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❛② r ✇✐t❤ ✐♥t❡r✈❛❧s δi✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts
t♦ s♠♦♦t❤❧② ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡ t♦ t❤❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① s❝❡♥❡s s♦❧❡❧② ❢r♦♠ ♣♦s❡❞ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
s✐❣♥❛❧s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ◆❡❘❋ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✱ ✇❡
r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t s✉r✈❡②s t❤❛t ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ❬✶✵✷✱ ✶✷✶❪✳
■♥ ♦✉r r❡♣♦rt✱ ✇❡ r❡❧② ♠♦st❧② ♦♥ t❤❡ t✇♦ r❡❝❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦s ◆❡r❢❆❝❝ ❬✺✸❪ ❛♥❞ ◆❡r❢st✉❞✐♦ ❬✾✾❪ ❢♦r ♦✉r
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✸✳✷ ❉✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

❉✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❜② ❙♦❤❧✲❉✐❝❦st❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾✸❪
❛♥❞ ❧❛t❡r r❡✈✐s✐t❡❞ ✐♥ ❉❡♥♦✐s✐♥❣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❬✸✼❪✳ ❆s t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❢❛st ❛♥❞
❛❧r❡❛❞② ✈❛st✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✷❉ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♦♥❧②✳ ■♠❛❣❡s ❛r❡ ✜rst ♠❛♣♣❡❞
t♦ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ✭♥❛♠❡❧② [−1, 1] ♦r ✐♥ ❛ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♦♥✮✳

❆ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❝❡ss ♦r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② t✉r♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥❛❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡ z0
✐♥t♦ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ zT ✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥♦✐s❡ s❝❤❡❞✉❧❡ (βt)t∈[1,T ] ✇❤❡r❡ 0 < β1 <
. . . < βT ✱ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ✜①❡❞ ♠❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✇❤❡r❡ p(zt|zt−1) = N (zt;

√
1− βtzt−1, βtI)✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❛t zt ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ z0 ❜②
❢❛❝t♦r✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢♦r✇❛r❞ st❡♣s ✇✐t❤ p(zt|z0) = N (zt;

√
αtz0, (1−αt)I) ✇❤❡r❡ αt =

∏t
i=1(1−βt)✳

❇② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ σ2
t = (1− αt)✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

zt =
√
αtz0 + σtϵt ✇❤❡r❡ ϵt ∼ N (0, I) ✭✸✳✷✮

❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❜② (βt)t∈[1,T ]

♦r (σt)t∈[1,T ] s✉❝❤ t❤❛t σ2
T ≈ 1 ❛♥❞ t❤✉s p(zT |z0) ≈ N (zT ; 0, I)✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♠❛♣

❛ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ tr❛❝t❛❜❧❡ ✷❉ ❣❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ N (zT ; 0, I) ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t

✺



✐s ❡❛s② t♦ s❛♠♣❧❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♣❡r ♥♦✐s❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❢✉❧❧② ❧❡✈❡r❛❣❡ t❤✐s
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬✹✻✱ ✶✺❪✳

◆♦✇ ❝♦♠❡s t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛rt✦ ❇② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ z0✱ zt−1 ✐s t❤❡♥ tr❛❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s ♣r❡❝✐s❡❧②
❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✳r✳t✳ zt ✭❛ss✉♠✐♥❣ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ st❡♣s✮✳ ❍♦ ❡t ❛❧✳ ❬✸✼❪ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥
t❤✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ p(zt−1|zt) ✇✐t❤ ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ✇❡✐❣❤ts θ s✉❝❤ t❤❛t pθ(zt−1|zt) =
N (zt−1;µθ(xt, t), βtI) ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ✇❛② t❤❡ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞ ✭❊▲❇❖✮ ✭♥♦t❡
t❤❛t ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ✐♥ t❤❡♦r② ❜✉t ②✐❡❧❞s ❛♥♦t❤❡r ❊▲❇❖✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ❧❡❛r♥✐♥❣ ϵθ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ µθ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦ss✿

L(θ) = Et∼U([1,T ]),ϵt∼N (0,I)

[
w(t)∥ϵt − ϵθ(zt; t)∥2

]
✭✸✳✸✮

■♥ ♣❧❛✐♥ ❊♥❣❧✐s❤✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s tr❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ st❡♣ t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ s❝❤❡❞✉❧❡ [1, T ]✱ s❛♠♣❧✐♥❣
❛ r❛♥❞♦♠ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r ϵt ∼ N (0, I)✱ ♠✐①✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥♣✉t z0 ✇✐t❤ t❤✐s ♥♦✐s❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ zt ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣
t❤❡ ♥♦✐s❡ t❤❛t ✇❛s ✐♥❥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ϵθ(zt; t) ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ w(t)
✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ 1 ❬✸✼❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❢t❡r tr❛✐♥✐♥❣✱ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② r❡✈❡rs✐♥❣ t❤✐s
♠❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ pθ(zt−1|zt) ✇✐t❤ ❛♥❝❡str❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❉❉P▼ s❛♠♣❧✐♥❣

✶✿ zT ∼ N (0, I)
✷✿ ❢♦r t❂❚✱✳ ✳ ✳ ✱ ✶ ❞♦
✸✿ ϵt ∼ N (0, I) ✐❢ t > 1 ❡❧s❡ ϵt = 0

✹✿ zt−1 =
1√
αt

(

zt − 1−αt√
1−αt

· ϵθ(zt; t)
)

+ σtϵt

✺✿ ❡♥❞ ❢♦r

✻✿ r❡t✉r♥ z0

❆s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② ▲✉♦ ❬✺✾❪✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❆✉t♦❡♥❝♦❞❡rs
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛t❡♥t zt ✐s ♦♥❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✧♣r❡✈✐♦✉s✧ ❧❛t❡♥t zt+1✳ ❚❤✐s
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥✐❝❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛s t♦ ❤♦✇ ✧✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✧ ✢♦✇s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣✴❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ s❝♦r❡✲♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❬✶✶✵✱ ✾✻❪ s✐♥❝❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡
♥♦✐s❡ ϵθ ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ s❝♦r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✿
ϵθ(zt; t) ≈ −σt∇ log p(zt)✳ ❙♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✾✼❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥✐✜❡❞ ❜② ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡
❢♦r✇❛r❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛s ❛ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❙❉❊✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛s ❛
r❡✈❡rs❡ ❙❉❊✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❤❛s ❣✐✈❡♥ r✐s❡ t♦ ❛ ♠②r✐❛❞ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞
❛♥ ❖❉❊ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✈❡rs✳

▼♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✉s ✐s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤✐s ❖❉❊ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ❉❡♥♦✐s✐♥❣ ❉✐✛✉s✐♦♥
■♠♣❧✐❝✐t ▼♦❞❡❧s ✭❉❉■▼✮ ❬✾✹❪✳ ❉❉■▼ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❜r❡❛❦ t❤❡ ♠❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣
❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ z0 ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✳ ❇② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② t♦ t❤❡ ❥♦✐♥t
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r②✱ t❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ str❛t❡❣② ✇❤❡r❡ s♦♠❡ st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ s❦✐♣♣❡❞
❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❥❡❝t❡❞ ♥♦✐s❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ r❡♠♦✈❡❞✿

zt−1 =

√
αt−1

αt
· zt +

(√

1

αt−1
− 1−

√
1

αt
− 1

)

· ϵθ(zt; t) ✭✸✳✹✮

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s✱ s✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❛❞♦♣t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ st❡♣s ✭✉s✉❛❧❧② ❢r♦♠ ✶✵✵✵ t♦ ♦♥❧② ✺✵✮ ✇✐t❤♦✉t tr❛❞✐♥❣ ♦✛ t♦♦ ♠✉❝❤ q✉❛❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞
❧✐❦❡ t♦ ❞r❛✇ t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r t❤❛t ✇✐t❤ t❤✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ str❛t❡❣②✱ ❡rr♦rs ❛r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧②
❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞ ✐ts ❡✣❝❛❝② t❤✉s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡rr♦r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t
❡❛❝❤ st❡♣✦

✸✳✸ ●✉✐❞❛♥❝❡

❆s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛❧❧♦✇ t♦ s❛♠♣❧❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❛♥
✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❛②✳ ❨❡t✱ ✇❡ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❣✐✈❡♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s✐❣♥❛❧✱ ❡✳❣✳ ❛ t❡①t

✻



♣r♦♠♣t✳ ❚♦ t❤✐s ❡①t❡♥t✱ ❉❤❛r✐✇❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✷✸❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❣✉✐❞❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞
❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❇❛②❡s r✉❧❡✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ s❛♠♣❧❡ z ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝❧❛ss c✱ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ✇r✐t❡
p(z|c) ∝ p(z)p(c|z)γ ✇❤❡r❡ γ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❡r♠ ❛♥❞ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡ s❝❛❧❡✳ ❇② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇❡ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✮
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ pθ(zt)✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✿

∇zt log pθ(zt|c) = ∇zt log pθ(zt)
︸ ︷︷ ︸

✭❛✮

+γ∇zt log pθ(c|zt)
︸ ︷︷ ︸

✭❜✮

✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡ (a) ✐s ❧❡❛r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ (b) ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡s s✉❝❤ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r t♦ ❜❡ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ♥♦✐s② ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚♦ ❛❞r❡ss t❤✐s
♣♦✐♥t✱ ❝❧❛ss✐✜❡r✲❢r❡❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ✭❈❋●✮ ❬✸✾❪ ♣r♦♣♦s❡s t♦ tr❡❛t ∇zt log pθ(c|zt) ❛s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t
❝❧❛ss✐✜❡r p✐♠♣

θ (c|zt) ∝ pθ(zt|c)
pθ(zt)

s✉❝❤ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺ ❜❡❝♦♠❡s

∇zt log pθ(zt|c) = ∇zt log pθ(zt) + γ [∇zt log pθ(zt|c)−∇zt log pθ(zt)] ✭✸✳✻✮

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② tr❛✐♥✐♥❣ ϵθ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss c ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
♥✉❧❧ ❝❧❛ss✴❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ∅ ✐♥ ❛ ❞r♦♣♦✉t ❢❛s❤✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣✱ ϵθ(zt; t, c) ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ϵ̂θ(zt; t, c)
✇❤❡r❡

ϵ̂θ(zt; t, c) = ϵθ(zt; t, ∅) + γ [ϵθ(zt; t, c)− ϵθ(zt; t, ∅)]
︸ ︷︷ ︸

❣✉✐❞❛♥❝❡ t❡r♠

✭✸✳✼✮

◆♦t❡ t❤❛t ❝❧❛ss✐✜❡r✲❢r❡❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡ r❡q✉✐r❡s t✇♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡ s❝❛❧❡ ❤❡❧♣s ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝♦♠❡s ✇✐t❤ s♦♠❡ ❝♦sts
✭♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤❛❧❧ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥ ✐♥ t❤✐s r❡♣♦rt✮ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ❤✐❣❤ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st
❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❙❛❤❛r✐❛ ❡t ❛❧✳ ❬✾✶❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❞②♥❛♠✐❝ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺ s✉❣❣❡sts ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❆s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❬✶✷✹✱
✺✻✱ ✺✱ ✷✹❪✱ ∇zt log pθ(c|zt) ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ g(zt; t, c)✱
✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐ts❡❧❢✳ g(zt; t, c) ❝❛♥ ❜❡ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡ ❧♦ss ❬✺❪✱ ❛ ❧♦ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬✷✹❪ ♦r ❡✈❡♥
❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢ ❬✺✻✱ ✶✷✹❪ ✭❜② ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❊♥❡r❣② ❇❛s❡❞ ▼♦❞❡❧ ❬✺✶❪✮✳ ❲❡
❡♥❞ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❜② ✇r✐t✐♥❣ ❞♦✇♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❣✉✐❞❛♥❝❡✳

ϵ̂θ(zt; t, c) = ϵθ(zt; t, ∅) + γ [ϵθ(zt; t, c)− ϵθ(zt; t, ∅)]
︸ ︷︷ ︸

❈❋●

+σt

n∑

i=1

γi∇ztgi(zt; t, c)

︸ ︷︷ ︸

❡♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ ❣✉✐❞❛♥❝❡

✭✸✳✽✮

✸✳✹ ❉✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s

■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ ❡①✐st✐♥❣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
▲❛t❡♥t ❉✐✛✉s✐♦♥ ▼♦❞❡❧s ❬✽✼❪ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs ❛r❡
❜❛s❡❞✳

▼♦st ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❯✲◆❡t ❬✽✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
s❡✈❡r❛❧ ❘❡s◆❡t ❜❧♦❝❦s ❬✸✹❪ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ✉✲s❤❛♣❡ ❞♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣✴✉♣s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❛t❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣
❤❛❧❢ ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ✉♣s❛♠♣❧✐♥❣ ♦♥❡ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❢✉s✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ❱❆❊ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ✉s❡❞ ✐♥ ▲❛t❡♥t ❉✐✛✉s✐♦♥ ▼♦❞❡❧s ❬✽✼❪ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛②✳ ❚❤✐s ♥❡st❡❞
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣❡r♠✐ts t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
❡✣❝✐❡♥t t♦ ❡①tr❛❝t s❡♠❛♥t✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❆s ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡✱ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ✐s
✉s✉❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❧❛②❡rs t❤❛♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ✭❡✳❣✳ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❤❛s ✻ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✱ ✶
❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ ✾ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣♦rt t❡①t✲❣✉✐❞❛♥❝❡✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢t❡♥ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r❡✲tr❛✐♥❡❞ t❡①t ❡♥❝♦❞❡rs✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❇❊❘❚ ❬✷✷❪✱ ❚✺ ❬✼✽❪ ♦r ❈▲■P t❡①t ❡♥❝♦❞❡rs ❬✼✼❪✳ ❚❤❡ ♣r♦♠♣ts ❛r❡ ✜rst t♦❦❡♥✐③❡❞✱ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t♦❦❡♥
❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✱ ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐③❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ t❡①t ❡♥❝♦❞❡r t♦ ❣✐✈❡ t❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❛♥❞ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡

✼



❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ❯✲◆❡t t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬✶✵✽❪✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t l ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢
❛ r❡s✐❞✉❛❧ ❜❧♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ❯✲◆❡t ❛♥❞ e t❤❡ t❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s (l−1) ❜❧♦❝❦ ✜rst
❣♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ l✲t❤ r❡s✐❞✉❛❧ ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ ②✐❡❧❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❢❡❛t✉r❡s f (l)✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ t❤❡♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ t♦
②✐❡❧❞ ❛ q✉❡r② ♠❛tr✐① Q(l) = P

(l)
Q (f (l)) ✇❤✐❧❡ t❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❦❡② ♠❛tr✐① K(l) = ϕ

(l)
K (e)

❛♥❞ ✈❛❧✉❡ V (l) = ϕ
(l)
V (e) ♠❛tr✐① t❤❛♥❦s t♦ ❧❡❛r♥❡❞ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ϕ

(l)
Q , ϕ

(l)
K , ϕ

(l)
V ✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡

❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣✿

A(l) = ❙♦❢t♠❛①

(

Q(l)K(l)T

√
d

)

✭✸✳✾✮

✇❤❡r❡ (A(l))i,j q✉❛♥t✐✜❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ✭❝♦♥t❡①t✉❛❧✐③❡❞✮ t♦❦❡♥ j ❛tt❡♥❞s t♦ ♣✐①❡❧ i ❛♥❞ d ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ❧❛②❡r ✐s t❤❡♥A(l)V (l)✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱
s♦♠❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ▼♦❞❡❧s ✭❡✳❣✳ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥✮ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡❧❢✲❛tt❡♥t✐♦♥ ❧❛②❡r ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s
t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ t❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ e ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳

❆s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ r❡q✉✐r❡s t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ♠♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s♣❛❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❡♠❡r❣❡❞✿

❼ ▲❛t❡♥t ❉✐✛✉s✐♦♥ ▼♦❞❡❧s ✭▲❉▼s✮ ❬✽✼❪ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s ❜② ❝♦♠♣r❡ss✐♥❣
t❤❡♠ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛✉t♦❡♥❝♦❞❡r✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♠❛❣❡ x0 ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛
❧❛t❡♥t z0 = E(x0) t❤❛♥❦s t♦ ❛♥ ❡♥❝♦❞❡r E ✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤✐s ❧♦✇❡r✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❞❡❝♦❞❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❞❡❝♦❞❡r D✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥
♠❛♣s 512× 512× 3 ✐♠❛❣❡s t♦ 64× 64× 4 ❧❛t❡♥ts ✉s✐♥❣ ❛ ❱❆❊ t❤❛t ✐s tr❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r✐❛❧
❧♦ss ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ❱◗●❆◆s ❬✷✺❪ ✭♣❧❡❛s❡ r❡❢❡r t♦ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✮✳

❼ ❈❛s❝❛❞❡❞ ❉✐✛✉s✐♦♥ ▼♦❞❡❧s ❬✸✽❪✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ■♠❛❣❡♥ ❬✾✶❪ ❛♥❞ ❉❡❡♣❋❧♦②❞ ■❋ ❬✶❪ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱
s♣❧✐t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ❜② ✜rst tr❛✐♥✐♥❣ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t♦ ♦♣❡r❛t❡
❛t ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭✉s✉❛❧❧② 64× 64✮ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✉♣s❛♠♣❧✐♥❣ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♠♦❞❡❧ ✭✉s✉❛❧❧② 64× 64 → 256× 256 ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② 256× 256 → 1024× 1024✮✳
❆s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥ ✐♥ t❤✐s r❡♣♦rt✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s t❡♥❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r ❛t ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡
♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝ ✭✐♠❛❣❡ s✐③❡✮ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡
❧❡❛r♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧✿ ▲❉▼s ❧❡❛r♥ ❛ ❱❆❊ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
t❤✉s ♠❛❦✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✦

❆s ✇❡ s❤❛❧❧ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ ✭✐♥ t❤❡ ▲❉▼ s❡♥s❡✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣
❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ❧✐❢t ❛♥② ❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s ❜② ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② zt t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
❛❝t✉❛❧❧② t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✭t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡ ❢♦r ❝❛s❝❛❞❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s❬✸✽❪ ♦r t❤❡ ❱❆❊
❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ ❢♦r ❧❛t❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s❬✽✼❪✮ ❛♥❞ xt t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♣✉r❡❧② ✐♥ ✐♠❛❣❡
s♣❛❝❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ xt = zt ❛♥❞ ❢♦r ❧❛t❡♥t✲❜❛s❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ xt = D(zt)✳

✽



❈❤❛♣t❡r ✹

❉✐st✐❧❧✐♥❣ ▲❉▼ ❢❡❛t✉r❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ♦✉r ✜rst ❛tt❡♠♣t ❛t ❧❡✈❡r❛❣✐♥❣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✧♥❡✉r❛❧
❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s✧✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ▲❉▼ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡
✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥✮ ❛♥❞ ❛ r❡❝❡♥t ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❡❘❋✱ ♥❛♠❡❧② ❋❡❛t✉r❡ ✜❡❧❞s ❬✹✽✱ ✶✵✹❪✳ ❲❡
st❛rt ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❜❡❤✐♥❞ ✐ts
❢❛✐❧✉r❡✳

✹✳✶ ❋❡❛t✉r❡ ✜❡❧❞s

❲✐t❤ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ◆❡❘❋ ❛t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦❧♦r ✐♥ ❛ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ s❡♥s❡✱ ✐t ✇❛s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t♦ s❡❡ t❤❛t
♦t❤❡r s✐❣♥❛❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝❛❧❧②✳ ❋❡❛t✉r❡ ❋✐❡❧❞ ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❬✹✽❪ ❛♥❞ ◆❡✉r❛❧ ❋❡❛t✉r❡
❋✉s✐♦♥ ❋✐❡❧❞s ❬✶✵✹❪ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ tr❛✐♥ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ◆❡❘❋ t♦ ♣r❡❞✐❝t
❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ s❡❧❢✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t♦rs✱ ♥❛♠❡❧② ❈▲■P✲▲❙❡❣ ❬✺✷❪ ❛♥❞
❉■◆❖ ❬✾❪✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r f(x) ✭✉s✉❛❧❧② ✈✐❡✇✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ✐s ❧❡❛r♥❡❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦
❞❡♥s✐t② σ(x) ❛♥❞ ❝♦❧♦r c(x,d) ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✈♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❜r❛♥❝❤ ❝❛♥
❜❡ tr❛✐♥❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ ❘●❇ ❬✹✽❪ ♦r ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝
❞❡♥s✐t② ❬✶✵✹❪✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❜♦t❤ ✇♦r❦s ❬✹✽✱ ✶✵✹❪✱ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s ❜♦t❤ ✸❉ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞
q✉❡r②✲❜❛s❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❞✐t✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇❛s ❧❛t❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ●♦❡❧ ❡t ❛❧✳ ❬✸✵❪ ✉s✐♥❣ ✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛❧❡s✱ ▲❊❘❋ ❬✹✺❪ r❡❝❡♥t❧②
❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t♦ ✐♠❛❣❡✲t❡①t ❢❡❛t✉r❡s t❤✉s ❡♥❛❜❧✐♥❣ ♣✐①❡❧✲❛❧✐❣♥❡❞ q✉❡r✐❡s ❢r♦♠ t❡①t ♣r♦♠♣ts✳

✹✳✷ ❖✉r ♠❡t❤♦❞

❲❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❧❡✈❡r❛❣❡ ❋❡❛t✉r❡ ❋✐❡❧❞s ❜② ❞✐st✐❧❧✐♥❣ ♣✐①❡❧✲❛❧✐❣♥❡❞ ✹✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡
❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ ♦❢ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ✈✶✳✹✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✇❡ ✜rst ❧❡❛r♥❡❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘●❇ s✐❣♥❛❧ ✐♥
t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡❞ ✐t ❛s ❛♥ ✧♦r❛❝❧❡✧ t♦ ❞✐st✐❧❧ ▲❉▼ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥②
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ tr❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✉❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐✳❡✳✱ ♥♦t s❤❛r✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❢♦r f ✱ c ❛♥❞ σ ❝♦♥tr❛r② t♦ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❬✶✵✹✱ ✹✽❪✳ ❚❤✐s ❞✉❛❧
♥❡t✇♦r❦ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❛s t❤❡ ✈❛♥✐❧❧❛ ♥❡t✇♦r❦ ◆❡❘❋ ▼▲P✱ ♥❛♠❡❧② ✽ ❧❛②❡rs ♦❢ s✐③❡ ✷✺✻ ✇✐t❤ ❛ s❦✐♣
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ s❤❛r♣ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡r
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼✐♣✲◆❡❘❋ ✸✻✵ ❬✻❪✮ ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ✈✐❡✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭✐✳❡✳✱ f(x,d)✮✳

■♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ P❙◆❘ ❛♥❞ ❛ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ♠❡tr✐❝✱ ♥❛♠❡❧②
▲P■P❙ ❬✶✸✶❪✱ ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ▲▲❋❋ ❞❛t❛s❡t ❬✻✺❪✳ ❊❛❝❤ ♠❡tr✐❝ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❝❡♥❡✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❛s s✐♠♣❧❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❜r❛♥❝❤ ✇✐t❤ ❛ s❤❛r❡❞ ✷✺✻✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r
❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❬✶✵✹✱ ✹✽❪ ❛♥❞ ❞✉❛❧ ♦✉r ❞✉❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
❢r♦♠ ❞✐st✐❧❧❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ✭✐✳❡✳✱ ❛❢t❡r ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ D✮ ✇✐t❤ ✇❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❢❡❛t✉r❡s ✭✧●❚ ❡♥❝♦❞❡❞✴❞❡❝♦❞❡❞✧ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✮❀ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ❡♥❝♦❞❡✴❞❡❝♦❞❡

✾



P❙◆❘ ▲P■P❙

❢❡r♥ tr❡① ✢♦✇❡r ❜❡♥❝❤✢♦✇❡r ❢❡r♥ tr❡① ✢♦✇❡r ❜❡♥❝❤✢♦✇❡r

◆❡❘❋ ❜❛s❡❧✐♥❡ 26.55 28.08 27.98 24.18 0.143 0.109 0.116 0.151

❉✐st✐❧❧❡❞ s✐♠♣❧❡ 17.78 17.21 18.09 16.08 0.590 0.548 0.577 0.659
❉✐st✐❧❧❡❞ ❞✉❛❧ 17.88 17.13 18.18 15.86 0.455 0.458 0.477 0.527

❉✐st✐❧❧❡❞ ❞✉❛❧ ✇✳ ❞✐st ❧♦ss 17.85 17.07 18.19 15.82 0.456 0.461 0.478 0.529
❉✐st✐❧❧❡❞ ❞✉❛❧ ✇✳ ❞✐r❡❝t✐♦♥ 17.72 17.21 18.29 15.60 0.450 0.452 0.475 0.516

●❚ ❡♥❝♦❞❡❞✴❞❡❝♦❞❡❞ 22.21 23.29 24.69 18.57 0.131 0.109 0.158 0.219

❉✐st✐❧❧❡❞ ✜♥❡✲t✉♥❡❞ 20.84 21.48 22.04 18.87 0.330 0.303 0.354 0.468
●❚ ❡♥❝✴❞❡❝♦❞❡❞ ✜♥❡✲t✉♥❡❞ 16.54 16.12 18.91 15.72 0.283 0.260 0.280 0.361

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❞✐st✐❧❧✐♥❣ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ♣✐①❡❧✲❛❧✐❣♥❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ✉s✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣✱ ❡✐t❤❡r
✐♥ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ❜r❛♥❝❤ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❛s ❘●❇ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ❜r❛♥❝❤❡s ✭s✐♠♣❧❡✮
♦r ❛s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✉❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✭❞✉❛❧✮✱ ②✐❡❧❞s ♣♦♦r ♦✈❡r❛❧❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛❝r♦ss s❡✈❡r❛❧ s❝❡♥❡s ❢r♦♠
t❤❡ ▲▲❋❋ ❞❛t❛s❡t✳ ❋✐♥❡✲t✉♥✐♥❣ t❤❡ ❱❆❊ ❞❡❝♦❞❡r ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♠✐t✐❣❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ❜✉t
❤✐♥❞❡rs ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st
r♦✇✳

✭❛✮ ●r♦✉♥❞ ❚r✉t❤
❡♥❝♦❞❡✴❞❡❝♦❞❡❞

✭❜✮ ❉✐st✐❧❧❡❞ ❢❡❛t✉r❡s
❞❡❝♦❞❡❞

✭❝✮ ●r♦✉♥❞ tr✉t❤
❢❡❛t✉r❡s

✭❞✮ ❉✐st✐❧❧❡❞ ❢❡❛t✉r❡s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ▲❉▼ ❢❡❛t✉r❡ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ▲▲❋❋ ❞❛t❛s❡t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❞✐st✐❧❧❡❞
❢❡❛t✉r❡s✱ ✇❡ ♦♥❧② ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ✜rst ✸ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡✳

✶✵



❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ t♦♣✲❧❡❢t ❤❛♥❞ ❝♦r♥❡r ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❛
♥♦✐s❡✴❞❡♥♦✐s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❉❊❞✐t ❬✻✸❪ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡❝♦❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❡✲t✉♥❡❞ ❞❡❝♦❞❡r tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ◆❡❘❋ ❞✐st✐❧❧❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ◆❡❘❋ ♦r ❞✐st✐❧❧❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
♣r♦❝❡ss✦

t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s D(E(x0))✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✱ ✇❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♦♥❧②
❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ r❡❝♦✈❡r❡❞✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ tr✐❡❞ t♦ ✜♥❡✲t✉♥❡ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r D ♦♥ ❛ ♣❡r✲s❝❡♥❡ ♠❛♥♥❡r ❜② r❡♥❞❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ♦✉r ❞✐st✐❧❧❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ r❡❣r❡ss✐♥❣ t❤❡✐r ❞❡❝♦❞❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡✐r ❘●❇
r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ r♦✇s ♦❢ t❛❜❧❡ ✹✳✶✱ t❤✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜♦t❤ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡
❛♥❞ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ♠❡tr✐❝s ❜✉t ❧✐❦❡ ❛♥② ✜♥❡✲t✉♥✐♥❣ ✐t ❝❛♠❡ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ s❡✈❡r❡ ♦✈❡r✜tt✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❣r❡ss❡❞
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st
❝♦❧✉♠♥ ✇❤❡r❡ ✇❡ r✉♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❝♦❞❡✴❞❡❝♦❞❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s✱ t❤✐s t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡
✜♥❡✲t✉♥❡❞ ❞❡❝♦❞❡r✳ ❲♦rs❡✱ ❛s t❤❡ ❞✐✛✉s❡r ❯✲◆❡t ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❧❛t❡♥ts z0, z1, . . . , zT t♦ ❧✐✈❡ ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
s♣❛❝❡✱ ✜♥❡✲t✉♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ❝❛✉s❡s t❤❡ ❯✲◆❡t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✭❛❢t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥✮ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♠✐s❛❧✐❣♥❡❞ s❛♠♣❧❡s
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣ ✹✳✷✳

✹✳✸ ✧▲♦st ✐♥ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥✧

❲✐t❤ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✇❡ ♥♦✇ ❛tt❡♠♣t t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❜❡❤✐♥❞
t❤❡ ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r② ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❲❡ st❛rt ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❦❡② ✐♥t✉✐t✐♦♥✿ ✈♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ❛s ❞♦♥❡
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶ ♣r♦❝❡❡❞s ❜② ♠✐①✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇♣♦✐♥ts t❤❛t ♠❛♣ t♦ t❤❡ s❛♠❡
❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣✐①❡❧✲✇✐s❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥✬s ❱❆❊ r❡❧✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤
t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❧❡♥❞❡❞✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡s❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ ❛ ✜①❡❞✱ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ ❜♦①✲
s❛♠♣❧❡❞ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢❡❛t✉r❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❡❛❝❤ ❢❡❛t✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ♣r♦❞✉❝❡s
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛❧✐❣♥❡❞ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❘●❇ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t✇♦ t❤✐♥❣s✿ ✶✳ s✐♠♣❧②
❛♣♣❧②✐♥❣ ♥♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❈◆◆ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❱❆❊✮ ❧✐❦❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦r r♦t❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡s✱ ✷✳ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇♣♦✐♥ts r❡s✉❧t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✭❡✳❣✳ ❞✐s♦❝❝❧✉s✐♦♥s✮ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛s t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳
❇♦t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❛✉s❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❜❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣✱ t❤✉s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❛t ♦♥❧② ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ r❡❝♦✈❡r❡❞✮✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞ t♦
❥✉st✐❢②✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t✇♦ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

◆♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t ❛♣♣❧②✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ✷❉ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ✢❛✇❡❞ ❘●❇ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❢❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❧❛t❡♥t
t♦ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t♦♦ ❜✐❣ ♦❢ ❛ s✉r♣r✐s❡ ❛s ✐t ✐s ❞❡❡♣❧② t✐❡❞ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧
♥❡t✇♦r❦s✱ ❜✉t t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥✐❝❡ s❛♥✐t② ❝❤❡❝❦✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥
♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛t❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t
s♣❛❝❡✱ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✐t ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛r✐❛♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✐♠❛❣❡✲s♣❛❝❡✳
❋✐❣✳ ✹✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ ✐ts r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❝r♦♣♣✐♥❣✱ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❛✉ss✐❛♥
s♠♦♦t❤✐♥❣✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❋✐❣✳ ✹✳✸ ❛♥❞ ❚❛❜✳ ✹✳✷ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❜✐❧✐♥❡❛r r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❢t❡r
t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❀ ✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❤❛r❞ ♥❡❛r❡st r❡s❛♠♣❧✐♥❣ t♦♦✱ ❜✉t t❤✐s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❡✈❡♥ ✇♦rs❡

✶✶



①✵✳✺ ❝r♦♣

✷✵◦ r♦t❛t✐♦♥

❣❛✉ss✐❛♥ s♠♦♦t❤✐♥❣

✭❛✮ ●r♦✉♥❞ ❚r✉t❤ ✐♠❛❣❡

①✵✳✺ ❝r♦♣

✷✵◦ r♦t❛t✐♦♥

❣❛✉ss✐❛♥ s♠♦♦t❤✐♥❣

✭❜✮ ❉❡❝♦❞❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
❧❛t❡♥t

①✵✳✺ ❝r♦♣

✷✵◦ r♦t❛t✐♦♥

❣❛✉ss✐❛♥ s♠♦♦t❤✐♥❣

✭❝✮ ❚r❛♥s❢♦r♠❡❞ ●❚ ✐♠❛❣❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✭❛✮✱ ❡♥❝♦❞❡ ✐t ✉s✐♥❣ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥✬s
❡♥❝♦❞❡r✱ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♥♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✐ts ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡ ✐t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r
✭❜✮✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛r✐❛♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡ ✭❝✮✳

■❞❡♥t✐t②
❈r♦♣ ❘♦t❛t✐♦♥ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r

①✵✳✷✺ ①✵✳✺ ①✵✳✼✺ ✺◦ ✶✵◦ ✷✵◦ ✹✺◦ σ = 4 σ = 8 σ = 16

P
❙
◆
❘

❢❡r♥ 22.86 19.72 20.42 20.16 17.30 15.95 14.46 13.07 28.25 25.40 22.41
✢♦✇❡r 25.37 19.43 19.89 20.45 18.29 16.66 14.94 13.25 28.93 21.74 20.18
❜❡♥❝❤✢♦✇❡r 20.05 17.06 17.59 18.10 16.69 15.52 14.15 12.82 25.66 24.57 25.66
♣❧❛②❣r♦✉♥❞ 22.66 17.87 19.19 19.87 17.62 16.17 14.60 13.23 27.82 24.60 22.44

▲
P
■P
❙

❢❡r♥ 0.115 0.663 0.616 0.468 0.383 0.420 0.478 0.518 0.483 0.478 0.427
✢♦✇❡r 0.153 0.546 0.587 0.512 0.470 0.488 0.511 0.528 0.479 0.483 0.479
❜❡♥❝❤✢♦✇❡r 0.204 0.701 0.653 0.552 0.511 0.517 0.552 0.583 0.635 0.708 0.595
♣❧❛②❣r♦✉♥❞ 0.149 0.574 0.579 0.481 0.430 0.444 0.480 0.520 0.543 0.498 0.429

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ P❡r❢♦r♠✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭❝r♦♣♣✐♥❣✱ r♦t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❣❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣✮ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ ♦❢
❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛r✐❛♥t❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❘●❇
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ ✐s ❤❛r❞❧② r♦❜✉st t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❣❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣
r❡s✉❧ts ②✐❡❧❞ ❜❡tt❡r ♣✐①❡❧✲✇✐s❡ ❛♥❞ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ♠❡tr✐❝s t❤❛♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✭❘●❇ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✈s✳ D(E(x0))✮
❛s ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✭❛♥❞ t❤✉s ❣❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r❡❞✮ ❘●❇ ✐♠❛❣❡✳

✶✷
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✭❛✮ ❘●❇ s♣❛❝❡
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✭❜✮ ▲❛t❡♥t s♣❛❝❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❆✈❡r❛❣❡ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❈r♦ss ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✭◆❈❈✮ ❢♦r ♠❛t❝❤❡❞ ♣❛t❝❤❡s ✐♥ ❘●❇ ✭❛✮ ❛♥❞ ❧❛t❡♥t
s♣❛❝❡ ✭❜✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✜rst r♦✇✮ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡ ✭s❡❝♦♥❞ r♦✇✮ ❢♦r t❤❡ tr❡① s❝❡♥❡ ♦❢ t❤❡ ▲▲❋❋
❞❛t❛s❡t✳

r❡s✉❧ts✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡♥❞❡r✐♥❣s
t❤❛t ✇❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ♣r❡❝✐s❡
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❤❛t ✐s ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ♦✉r ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

▲♦❝❛❧ ♣❛t❝❤ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❲❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡ t❤❛t ❞✉❡ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r✐❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥s♣✐r❡❞
❢r♦♠ ❱◗●❆◆ ❬✷✺❪ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥✬s ❱❆❊✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❡♥❝♦❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❧❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧❛t❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✧♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✧✳
❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❲❡ st❛rt ❢r♦♠ ❛ s❝❡♥❡ ♦❢ t❤❡ ▲▲❋❋
❞❛t❛s❡t ❬✻✺❪✳ ❲❡ s❡❧❡❝t ❛ ✧r❡❢❡r❡♥❝❡✧ ✐♠❛❣❡ ❡✳❣✳ ✧♠♦st ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✧ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛r❣✉❛❜❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡
❢♦r t❤❡ ▲▲❋❋ ❞❛t❛s❡t ❛s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✮✱ ✜♥❞✱ ♠❛t❝❤ ❛♥❞ ✜❧t❡r ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤
❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐♥ ❛ ♣❛✐r✲✇✐s❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❲❡ ❡①tr❛❝t ♣❛t❝❤❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛t❝❤ ✐♥ ❜♦t❤
❘●❇ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ ✭✇✐t❤ ❡q✉✐✈❛r✐❛♥t ♣❛t❝❤ s✐③❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ♠❛❦❡ s❡♥s❡✮ ❛♥❞ ✇❡
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✭✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡✮ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❈r♦ss ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭◆❈❈✮ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛t❝❤❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✳ ❋✐❣✳ ✹✳✹ s❤♦✇s ♦✉r r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ tr❡① s❝❡♥❡
♦❢ t❤❡ ▲▲❋❋ ❞❛t❛s❡t✳ ■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❘●❇ s♣❛❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ tr❡♥❞ ✐♥ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛t❝❤❡s ❛s ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❛r②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ s❤♦✇s
r❛t❤❡r ❞❡❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❧❛t❡♥ts ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤✐❝❤ ✈✐❡✇s ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡✳

✹✳✹ ❋✉rt❤❡r ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ♥♦t ♦♥❧② ❝♦♥✜r♠ ♦✉r ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥s ❜✉t ❛❧s♦ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥
t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ◆❡❘❋s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❦❡② t❛❦❡❛✇❛②s ❛r❡✿

✶✳ t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❞✐st✐❧❧ ❛r❡ ✧❜✉✐❧t✧✿ ❜♦t❤ str✉❝t✉r❛❧❧②✱ ❡✳❣✳ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❈◆◆
❜❛❝❦❜♦♥❡✱ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧②✱ ❡✳❣✳ tr❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r✐❛❧ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣r❡ss ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✷✳ ✇❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s✿ ❢♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦♥❧② ❤❛r❞ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♠❛② ❜❡ s♦✉❣❤t
❛♥❞ t❤✉s ✧s♠♦♦t❤❡❞✧ ❢❡❛t✉r❡s ♠❛② st✐❧❧ ❞♦ t❤❡ ❥♦❜✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❢♦r ✈✐s✉❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ r❡❝♦✈❡r ❛❧❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ s✐❣♥❛❧s ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❧♦st ✐♥ t❤❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣✳

❆t t❤✐s st❛❣❡✱ ♦✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❛r❣✉❛❜❧❡ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿

✶✳ ❲❤② ❝❛♥♥♦t ✇❡ ❥✉st ❧❡❛r♥ ✈✐❡✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠❄ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜✳ ✹✳✶✱
❞❡s♣✐t❡ s❧✐❣❤t❧② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ t❤✐s ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❢✉❧❧② ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✐t ✐s ♥♦t

✶✸



♦♥❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈✐❡✇✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❜♦①✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✳ ❆ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❢r✉str✉♠✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦❢
✇❤✐❝❤ ▲❊❘❋ ✬s ❬✹✺❪ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❡①✐st✐♥❣ ❛♥❛❧♦❣ ✇❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢✳ ❨❡t✱
✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❤♦✇ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦①✲
s❛♠♣❧✐♥❣ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✮ ❛♥❞✱ ✜rst ❛♥❞ ❢♦r❡♠♦st✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✐❣❤t ❥✉st ❧❡❛❞ t♦ ♦✈❡r✜tt✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t♦
♥❡✇ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✳

✷✳ ■❇❘◆❡t ❬✶✶✺❪ ❛♥❞ ♣✐①❡❧◆❡❘❋ ❬✶✷✺❪ ❜♦t❤ r❡❧② ♦♥ ❢r✉str✉♠✲❛❧✐❣♥❡❞ ❈◆◆ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ♠❡r❣❡❞
❛❝r♦ss ✈✐❡✇s ✐♥ ❛ ♥♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠❛♥♥❡r✳ ❨❡t✱ ✐t s❡❡♠s t♦ ❛❝t✉❛❧❧② ❤❡❧♣ ✐♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ◆❡❘❋
❜❛❝❦❜♦♥❡ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡✐r ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡
tr❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡♥❞✲t♦✲❡♥❞ ♠❛♥♥❡r✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ tr❛✐♥❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤
t❤❡ ♣♦♦❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✿ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐s t❤✉s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✦
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❡ tr✐❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ♦♥ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s tr❛✐♥❡❞ t♦ ♣s❡✉❞♦✲♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ✈✐s✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣✉r❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✷❞ ♠❛♥♥❡r✳

✶✹



❈❤❛♣t❡r ✺

❙❝♦r❡ ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❙❛♠♣❧✐♥❣

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❝♦r❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❜❡❤✐♥❞ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ❞✐st✐❧❧ ❱❆❊✲❧✐❦❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ❛ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ✇❛②
✇❡r❡✿

✶✳ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ✇❛s t❤❡ ♦♥❧② tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤♦s❡ ✇❡✐❣❤ts ✇❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳
❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ♥♦♥✲▲❉▼ ♠♦❞❡❧s ❧✐❦❡ ❉❡❡♣❋❧♦②❞ ■❋ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❧❡❛s❡❞✳

✷✳ ❇❡✐♥❣ ❛ ❧❛t❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛ ✇❛② t♦ ❧❡✈❡r❛❣❡ ✐ts ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇
❝♦♥s✐st❡♥t ✇❛②✳ ▼♦r❡ ❝♦♥❝r❡t❡❧②✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ✉s t♦ s❛♠♣❧❡ ♥❡✇ ♦✉t✲♦❢✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✈✐❡✇s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡✜♥❡❞ ❜② ✐♥❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♣r✐♦rs ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s t❤❛♥❦s t♦ ❛
♣❛rt✐❛❧ ♥♦✐s❡✴❞❡♥♦✐s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❉❊❞✐t ❬✻✸❪✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛s ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤✐s ✇❛s ❤❛r❞❧② tr❛❝t❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝
✭❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧✮ ❛♥❞ ✧❢r♦③❡♥✧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ t✉r♥❡❞ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❛ ♠♦r❡
✐♠♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ♦❢ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ❙❝♦r❡ ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✭❙❉❙✮ ❬✼✻❪✳ ❚♦ t❤✐s ❡①t❡♥t✱ ✇❡ ✜rst st❛rt
❜② r❡✈✐❡✇✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♥❞ t❤❡♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝♦♥❞✉❝t❡❞
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✺✳✶ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

❙❝♦r❡ ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✭❙❉❙✮ ✇❛s r❡❝❡♥t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉r❡❛♠❋✉s✐♦♥ ❬✼✻❪ ❛♥❞ ❙❝♦r❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥
❈❤❛✐♥✐♥❣ ❬✶✶✸❪ ❢♦r t❤❡ t❛s❦ ♦❢ t❡①t✲t♦✲✸❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❆s ✐ts ♥❛♠❡ s✉❣❣❡sts✱ ✐t ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❞✐st✐❧❧ ✇✐t❤✐♥
❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ r❡♥❞❡r❡r ✭❡✳❣✳ ❛ ◆❡❘❋✮ t❤❡ ✷❉ ♣r✐♦rs ♦❢ ❛ ♣r❡✲tr❛✐♥❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜②
❧❡✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ s❝♦r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✳

❚♦ ❞♦ s♦✱ ❙❉❙ ❜✉✐❧❞s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡♥❞❡r✐♥❣ ❛ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦r s❝❡♥❡
✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ♦❜❥❡❝t s❛♠♣❧❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇♣♦✐♥ts t❤r♦✉❣❤ ❛ t❡①t✲
❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② s❡❡ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ✇✐❧❧ r❛✐s❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❚❤❡ ✜rst ✇✐❧❧ ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t t❤❡ t❛s❦ ♦❢ t❡①t✲t♦✲✸❉ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✱ ❧❛r❣❡✲
s❝❛❧❡ ✷❉ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❡② ❛r❡ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛♥❞ ♥♦t ❛❧❧
❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡② ❛r❡ ❜✐❛s❡❞
t♦✇❛r❞s ♠❛❥♦r✐t② ♠♦❞❡s ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ tr② t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡♠ ♠♦r❡
♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ✇❤❡♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡ ❏❛♥✉s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡❜② ♠♦❞❡❧s
♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ ❙❉❙ s❤♦✇ s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜✉✐❧❞s ♦♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t♦ ❧❡✈❡r❛❣❡
❙❉❙ ❢♦r ✧♥❡✉r❛❧ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s✧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤✦

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t gϕ : ξ 7→ x0 ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ r❡♥❞❡r❡r t❤❛t ♠❛♣s r❡♥❞❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ξ ✭❡✳❣✳
❝❛♠❡r❛ ♣♦s❡✮ t♦ ❛ r❡♥❞❡r✐♥❣ x0 = gϕ(ξ)✳ ❙❉❙ ♣r♦❝❡❡❞s ❜② t❛❦✐♥❣ ♥♦✐s② ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡s❡ r❡♥❞❡r✐♥❣s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♥♦✐s✐♥❣ ♠❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ xt =

√
αx0 + σtεt ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❧♦ss ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸

✶✺



❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❲❡ ❛♣♣❧② ❙❉❙ t♦ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐st✐❧❧❡❞ s❝❡♥❡s ✭❝❢✳ ❝❤❛♣t❡r ✹✮✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛②
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡✲tr❛✐♥❡❞ s❝❡♥❡ ✭❞❡❝♦❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❱❆❊✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ✐t✳ ❚❤❡
♣r♦♠♣ts ✇❡ ✉s❡❞ ✇❡r❡✱ ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✿ ✧❛ ❉❙▲❘ ♣❤♦t♦ ♦❢ ❛ ✢♦✇❡r ✐♥ ❛ ❣❛r❞❡♥✧✱ ✧❛ ❉❙▲❘ ♣❤♦t♦ ♦❢
❛ ✇♦♦❞❡♥ ❤♦✉s❡ ✇✐t❤ ❛ ❣❛r❞❡♥✱ ♦✉t❞♦♦r✧✱ ✧❛ ❉❙▲❘ ♣❤♦t♦ ♦❢ ❛ ♣❧❛②❣r♦✉♥❞✱ ♦✉t❞♦♦r✱ s✉♥♥②✧✳

✇✳r✳t✳ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ r❡♥❞❡r❡r t❤✐s t✐♠❡✿

∇ϕL = Et∼U([1,T ]),ϵt∼N (0,I)






w(t) (ϵθ(xt; t)− ϵt)

︸ ︷︷ ︸

◆♦✐s❡ ❘❡s✐❞✉❛❧

∂ϵθ(xt; t)

∂xt
︸ ︷︷ ︸

❯✲◆❡t

∂gϕ
∂ϕ
︸︷︷︸

❘❡♥❞❡r❡r







✭✺✳✶✮

❚❤❡ ♥❡①t ✧tr✐❝❦✧ ❜❡❤✐♥❞ ❙❉❙ ✐s t♦ ❞r♦♣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❯✲◆❡t ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡✳ ■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♣❛♣❡r✱ P♦♦❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬✼✻❪ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♠♦r❡ ✈❛❧✐❞ ❛r❣✉♠❡♥t ♠❛② ❜❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ✈❡r② ✧♥♦✐s②✧ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ t❤❡
s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ s✐❣♥❛❧ t♦ ❜❡ ❤❛r❞❧② r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥♦✇ ❢❛♠♦✉s ❙❉❙ ❧♦ss✿

∇ϕL❙❉❙ = Et∼U([1,T ]),ϵt∼N (0,I)

[

w(t)(ϵθ(xt; t)− ϵt)
∂gϕ
∂ϕ

]

✭✺✳✷✮

❋♦r t❤❡ r❡❛s♦♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s str♦♥❣❧② ✉♥❞❡r✲❝♦♥str❛✐♥❡❞✦ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❣✉❡ss
t❤❛t t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷ ✐s ✈❡r② ❜r✐tt❧❡✿ ✇❡ ❧❡❛r♥ t❤❡ s❝❡♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② t✐♠❡✲st❡♣✱ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❢r♦♠ ❛ ♥♦✐s② ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ♦✉r s❝❡♥❡ ❛♥❞ ✇❡ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t❡ ✇✐t❤
❙●❉✳ ❨❡s✱ t❤❛t ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛r❞❧② r♦❜✉st s✐❣♥❛❧s✦ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t♦ t❤❛t✱ ✇❡
♠✉st ❛❞❞ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝ts ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇♦✉❧❞ t❡♥❞ t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ✈✐❡✇s ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t t♦ t❤❡✐r ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♦♥❡s ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❙❝♦r❡ ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❤✐❣❤ t❡①t ❣✉✐❞❛♥❝❡ ✉s✉❛❧❧② ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ✶✵✵ ❢♦r ❛
✸❉ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ r❡♥❞❡r❡r ❧✐❦❡ ◆❡❘❋ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ t❤❛t ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐ts ✉s✉❛❧
✈❛❧✉❡ ❞✉r✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭❜❡t✇❡❡♥ ✷✳✺ ❛♥❞ ✼✳✺✮✳ ❆s s❤♦✇♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❜② P♦♦❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬✼✻❪✱ t❤❡ ❙❉❙ ❧♦ss
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❑▲✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ r❡♥❞❡r❡r ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ s❝♦r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❙❉❙ ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ ❛ ♠♦❞❡✲s❡❡❦✐♥❣ ✇❛② ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥s ♣❛rt✐❛❧❧② ✭♦r
✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✮ ✇❤② ❛t ❤✐❣❤ ❣✉✐❞❛♥❝❡✱ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❧♦st✱ ♣r♦♠♣t ❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s ❛r❡ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ ✭❡✳❣✳
s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♠♣t ❛r❡ ♥♦t r❡❝♦✈❡r❡❞✮ ❛♥❞ ❝♦❧♦rs ❞✐✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤ s❛t✉r❛t✐♦♥✳

✺✳✷ ❋✐rst ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❙❝♦r❡ ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❋❡❛t✉r❡ ❋✐❡❧❞s✳ ❚♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐ss✉❡s ✇❡ ❥✉st ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✇❡
st❛rt ❜② r✉♥♥✐♥❣ s❝♦r❡ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ❞✐st✐❧❧❡❞ s❝❡♥❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛s ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ▲❛t❡♥t ❉✐✛✉s✐♦♥

✶✻
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✭❛✮ ✇✐t❤♦✉t ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s

=10 =20 =30 =40 =50 =60 =70 =80 =90 =100

✭❜✮ ✇✐t❤ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❲✐t❤ ❉❡❡♣❋❧♦②❞ ■❋✱ ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ t♦ ✜♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠♦❞❡s ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛✱ ❡✈❡♥ ❛t ✈❡r② ❤✐❣❤ ❣✉✐❞❛♥❝❡✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♣r♦♠♣t ✧❛ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❛str♦♥❛✉t r✐❞✐♥❣
❛ ❤♦rs❡✧✳

▼♦❞❡❧✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❙❉❙ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❱❆❊ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❝❡♥t❧② ❝❤♦s❡♥ ❜② ▲❛t❡♥t✲
◆❡❘❋ ❬✻✹❪✳ ❆s ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡
❢❡❛t✉r❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❜✉t t❤✐s ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ✉s s♦♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s t♦ t❛❝❦❧❡✳
❆s ❙❝♦r❡ ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ r❡❧✐❡s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ♦♥ t❡①t ❣✉✐❞❛♥❝❡✱ ✇❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ❢♦r❣❡ ❛ ♣r♦♠♣t ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡❛❝❤
s❝❡♥❡ ✭s❡❡ t❤❡ ❝❛♣t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✮✳ ❲❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✭✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❱❆❊
❢❡❛t✉r❡s✮ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❞✉r✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ r❡s✉❧ts ✇❤❡r❡
♦♥❧② t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ✇❛s ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❡ s❝❡♥❡s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s
❛ ❤✐❣❤ s❛t✉r❛t❡❞ ♠♦❞❡✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦❧♦rs s❡❡♠ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts
t❤❡② ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣✳

✺✳✸ ❊①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ♦❢ ❙❉❙

❲❡ t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❛♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ♦❢ ❙❉❙ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✷❉ t♦② r❡♥❞❡r❡r✳
■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ◆❡❘❋ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ r❡♥❞❡r❡r ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✱ ✇❡ s✐♠♣❧② tr❛✐♥ ❛ ✷❉ ❣r✐❞ ♦❢ ♣✐①❡❧s
❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ st❛② ✇✐t❤✐♥ [0, 1] ❜② ❛ ❝❧✐♣♣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡ s❡t✉♣ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r❡❝✐s❡❧②
✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛s ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ ❜❡❧♦✇✳ ◆♦t❡
t❤❛t ✐♥✐t✐❛❧❧②✱ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇ ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ✈✷✳✶ ❛s ❉❡❡♣❋❧♦②❞
■❋ ✇❛s r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ✇❡❡❦s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ❋♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❉❡❡♣❋❧♦②❞ ■❋✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st
♠♦❞❡❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥❛♠❡❧② ❉❡❡♣❋❧♦②❞✴■❋✲■✲❳▲✲✈✶✳✵ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❍✉❣❣✐♥❣ ❋❛❝❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst
64 × 64 st❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❝❛s❝❛❞❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭❡①❝❡♣t ✇❤❡♥ s♣❡❝✐✜❡❞✮✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ 128 × 128
r❡♥❞❡r❡r ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞❡❞ t♦ r❛♥❞♦♠ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② r♦t❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ [−30◦, 30◦]
❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ [0.6, 1.2]✳

❼ ❘❛♥❞♦♠ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✿ ❉r❡❛♠❋✉s✐♦♥ ❬✼✻❪ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇❛s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ r❛♥❞♦♠ ❝❛♠❡r❛ s❛♠♣❧✐♥❣ t♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡r✜tt✐♥❣ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳
❨❡t✱ ♣❡r❤❛♣s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡② s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ ❝r✉❝✐❛❧ ✉s✐♥❣ ❛ s❤❛❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❧✐❣❤t
s❛♠♣❧✐♥❣ ✇❛s t♦ ❢✉❧❧② r❡❝♦✈❡r ❜♦t❤ ✜♥❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝♦♥s✐st❡♥t ❞❡t❛✐❧s✳ ■♥ ♦✉r ✷❉ ❡①❛♠♣❧❡✱
✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❧✐st❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ❛❧s♦ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛s s❤♦✇♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❣✉✐❞❛♥❝❡ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✳ ❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❱❡❝t♦r✲
❋✉s✐♦♥ ❬✹✹❪✱ t❤✐s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♣❡r ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♥❞❡❡❞ ♦❜s❡r✈❡❞
t❤❛t ✉s✐♥❣ ❛ s❡❡❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❤❡❧♣s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ✜♥❛❧ r❡♥❞❡r✐♥❣✳

❼ ●✉✐❞❛♥❝❡✿ ❊✈❡♥ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❛♥❞ ❜❡tt❡r✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ❛ ✷❉ r❡♥❞❡r❡r✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✐t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ✉s❡ ❤✐❣❤ t❡①t ❣✉✐❞❛♥❝❡✳ ❋✐❣✳ ✺✳✸
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✭❛✮ ✧❛ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❣♦❛t ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞r✉♠s✧
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✭❜✮ ✧❛ ❉❙▲❘ ♣❤♦t♦ ♦❢ ❛ ❢r♦❣ ✇❡❛r✐♥❣ ❛ s✇❡❛t❡r✧

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❯s✐♥❣ ❤✐❣❤ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ r❡❛❝❤ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ s♦✉❣❤t ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❜✉t ❡✈❡♥
s♦✱ s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣ts t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❧♦st ♦r ❝♦♥❢✉s❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤❡❛✈✐❧② ♠♦❞❡✲s❡❡❦✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❙❉❙ ✭s❡❡ t❤❡
❛♠❜✐❣✉✐t② ✇✐t❤ t❤❡ s✇❡❛t❡r ❛r♦✉♥❞ γ = 30 ✐♥ ✭❜✮✮

γ = 10.0 γ = 25.0 γ = 50.0 γ = 75.0 γ = 100.0 γ = 150.0

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❚r②✐♥❣ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❙❉❙ ✇✐t❤ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❘●❇
s♣❛❝❡✱ t❤✉s r❡q✉✐r✐♥❣ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❱❆❊ ❡♥❝♦❞❡r✱ r❡q✉✐r❡s ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❢♦r
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐s ♣r♦♥❡ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❛rt✐❢❛❝ts✳
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=10 =20 =30 =40 =50 =60 =70 =80 =90 =100

✭❝✮ ✧❛ ❉❙▲❘ ♣❤♦t♦ ♦❢ ❛ ❢r♦❣ ✇❡❛r✐♥❣ ❛ s✇❡❛t❡r✧ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s
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✭❞✮ ✧❛ ❉❙▲❘ ♣❤♦t♦ ♦❢ ❛ ❢r♦❣ ✇❡❛r✐♥❣ ❛ s✇❡❛t❡r✧ ✇✐t❤♦✉t r❛♥❞♦♠ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ P❡r❢♦r♠✐♥❣ ❙❉❙ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ ♦❢ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❛❧❧❡✈✐❛t❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐ss✉❡s
❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ ✐s ♥♦t r♦❜✉st t♦ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s r❡s✉❧ts ✐♥ ♦✈❡r✲s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❛✱ ❝✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✭❜✱ ❞✮✳
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DDIM (100 steps), guidance scale = 2.0
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✭❛✮ γ = 2.0
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DDIM (100 steps), guidance scale = 6.0
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✭❜✮ γ = 6.0

0 20 40 60 80 100
t

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

co
sin

e 
sim

ila
rit

y

DDIM (100 steps), guidance scale = 12.0
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✭❝✮ γ = 12.0
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✭❞✮ γ = 24.0

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❙✐♠✐❧❛r✐t② tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✴✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦✐s❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡ t❡r♠
❞✉r✐♥❣ ❉❉■▼ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭✶✵✵ st❡♣s✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❣✉✐❞❛♥❝❡ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡
❡❛❝❤ ♣❧♦t✳

s❤♦✇s t❤❛t ❛t ✈❡r② ❧♦✇ ❣✉✐❞❛♥❝❡✱ ❙❉❙ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ✈❛❧✐❞ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❆s ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s✱
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❤❛♣❡ ❜❡❝♦♠❡s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❝♦✈❡r ✜♥❡r ❞❡t❛✐❧s✳
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✱ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥✳

❼ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✿ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ ✜rst✱
r❛t❤❡r ♥❛✐✈❡✱ ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ r❡♥❞❡r❡r ❛s ❛♥ ❘●❇ ✐♠❛❣❡ t❤❛t ✇❡ t❤❡♥ ❢❡❡❞ t♦
t❤❡ ❱❆❊ ❡♥❝♦❞❡r✳ ❆s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r✮
✐♥tr♦❞✉❝❡s str♦♥❣ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ❤❛s t✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✿ ✶✳ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ❡✈❡♥ ♠♦r❡
✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❣✉✐❞❛♥❝❡ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛♥❞ t❤✉s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✈❡r② ❤✐❣❤ s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ✷✳ ✐t
❝♦♠❡s ✇✐t❤ s❡✈❡r❡ ❛rt✐❢❛❝ts t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✷❉ ❈◆◆s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
t♦ ❡①❤✐❜✐t ❬✼✶❪✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s str♦♥❣❧② ❝♦rr♦❜♦r❛t❡s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛r❣✉♠❡♥t
t❤❛t t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❱❆❊✮ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✈❡r② ♥♦✐s②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ r❡♥❞❡r❡r ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t❧② ♠❛❦❡s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✺✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ▲❛t❡♥t✲◆❡❘❋ ❬✻✹❪ t♦ tr❛✐♥ ❛ ◆❡❘❋ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t
s♣❛❝❡ ♦❢ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t✲t♦✲❘●❇ ♠❛♣♣✐♥❣ ✭✇❛②
❜❡tt❡r✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞❡❝♦❞❡r✦✮✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛s ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱
❧❛t❡♥t ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ♥♦t r♦❜✉st t♦ ♥♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s
❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝❛✉s❡s ♦✈❡r✲s♠♦♦t❤✐♥❣ ✭s❡❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✺✮✳

✺✳✹ ❉✐❣❣✐♥❣ ❢✉rt❤❡r

❍❛✈✐♥❣ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ s❝♦r❡ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ t♦② ✷❉ r❡♥❞❡r❡r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ♥♦✇ s❡❡❦ t♦
❡①♣❧❛✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳

❲❡ st❛rt ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡ t❡r♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❊❉■❈❚ ❬✶✶✷❪✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻ ❤♦✇ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦✐s❡ ❡st✐♠❛t❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦✐s❡
❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣✉✐❞❛♥❝❡ t❡r♠ ❡✈♦❧✈❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❧♦t ✐s t♦ ❜❡ r❡❛❞
❢r♦♠ r✐❣❤t t♦ ❧❡❢t ✭t♦ st❛② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ z0, . . . , zT ♥♦t❛t✐♦♥✮ ✇❤❡♥ ❞♦✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ s✐♥❝❡ ✇❡ st❛rt
❢r♦♠ ❛ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r zT ❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❞❡♥♦✐s❡ ✐t t♦✇❛r❞s ẑ0✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ st❛♥❞❛r❞
t❡①t✲❣✉✐❞❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❉❉■▼ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ r❡❝♦r❞ t❤❡ ❝♦s✐♥❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ t❡r♠ ❛♥❞
✐ts ♣r❡✈✐♦✉s ✈❛❧✉❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t ∈ [1, T ] ✭✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻✱ ✇❡ ✉s❡ T = 100 st❡♣s✮✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤
❛ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✧s♠♦♦t❤♥❡ss✧ ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡s❡ ♣❧♦ts s❤♦✇ t❤❛t ❡✈❡♥
❛t ❧♦✇ ❣✉✐❞❛♥❝❡ s❝❛❧❡s✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r✲❢r❡❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡ t❡r♠ ✐s ✈❡r② ♥♦✐s② ❛❝r♦ss t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡ ❛♥❞
t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❣❡ts ✇♦rs❡ ❛s ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ str❡♥❣t❤✳ ❆s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✸✾❪✱
t❤✐s t❡r♠ ✐s ♦♥❧② ❛ ✧♣s❡✉❞♦✲❣r❛❞✐❡♥t✧ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❝❧❛ss✐✜❡r ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❜✉t ❞♦❡s♥✬t ✐♥❤❡r✐t t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ P✐①❡❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ ❘●❇ s♣❛❝❡ ♦❢ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❣✉✐❞❛♥❝❡ s❝❛❧❡s ✭♠❛♣♣✐♥❣ t♦
t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s❤♦✇♥
♦♥ t♦♣✳

s♠♦♦t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✧❛ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ❛❞✈❡rs❛r✐❛❧ ❛tt❛❝❦ ♦♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛ss✐✜❡r✧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♣✉s❤✐♥❣
✐ts ✈❛❧✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❤✐❣❤ ❛s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❙❉❙ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐❧❧ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧②
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❧❛r❣❡ st❡♣s ✐♥ ♣✐①❡❧✲s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s ♥♦t ♦♥❧② ❤✐❣❤ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✭❛s
✇❡ ❞✐s❝✉ss ❜❡❧♦✇✮ ❛t t❤❡ ♣✐①❡❧ ❧❡✈❡❧ ❜✉t ❛❧s♦ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r❣❡tt✐♥❣ ❛s ♦♥❧② t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✭s✮
❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✧♥♦✐s②✧ ❣✉✐❞❛♥❝❡ s✐❣♥❛❧✳

❲❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♦♥ t❤✐s ❧❛st ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
✐rr❡❣✉❧❛r ❝❧❛ss✐✜❡r✲❢r❡❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡ t❡r♠ ❛t ❡✈❡r② st❡♣✱ ✐♠❛❣❡✲s♣❛❝❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② st❡❡r❡❞ t♦✇❛r❞s
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡✐r ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② [0, 1]✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ st❛♥❞❛r❞ ❉❉■▼ s❛♠♣❧✐♥❣
✭❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ T = 100✮ ❛♥❞ ✇❡ r❡❝♦r❞ ♣♦✐♥t✲✇✐s❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ ♦❢ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❧♦t
t❤❡ ✹ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❣✉✐❞❛♥❝❡ s❝❛❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ♠❛❦❡s t❤❡
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✢✉❝t✉❛t❡ ♦✈❡r ❧❛r❣❡r r❛♥❣❡s ♦❢ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ♠❡❡ts t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ▼♦r❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✇❡ ♠❛♣ t❤❡s❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t♦ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♥❡s ✐♥ ❘●❇ s♣❛❝❡✳ ❆s ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥
✉♣s❛♠♣❧❡s ♦♥❡ ♣♦✐♥t ✐♥ ✐ts ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ t♦ 8× 8 = 64 ♣✐①❡❧s✱ ✇❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s❛♠♣❧❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡s❡ ♣✐①❡❧s
❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡✐r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ ❘●❇ s♣❛❝❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽✳ ❚❤✐s t✐♠❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❛t ❤✐❣❤ ❣✉✐❞❛♥❝❡✱ ♣✐①❡❧
❝❤❛♥♥❡❧ ✈❛❧✉❡s t❡♥❞ t♦ ❝♦❧❧❛♣s❡ ✐♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡✐r ♦✉t♣✉t ❞♦♠❛✐♥✱
♥❛♠❡❧② 0 ❛♥❞ 1✳ ❉❡s♣✐t❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦t ❙❉❙✱ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥
❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❧② s❛t✉r❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛st❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙❝♦r❡ ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❡①❛❝❡r❜❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲❜✐❥❡❝t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦♣❡r❛t❡s

✷✶



❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ✭♣✐①❡❧s ❛r❡ ❝❧✐♣♣❡❞ t♦ [−1, 1] ❛♥❞ r❡♠❛♣♣❡❞ t♦ [0, 1] ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
♣r♦❝❡ss✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢
❘❡✢❡❝t❡❞ ❉✐✛✉s✐♦♥ ▼♦❞❡❧s ❬✺✼❪✳

❆s ❙❝♦r❡ ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❡rs t♦
♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✿ ❛ ❤✉❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡r✱ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ r❡❣✉❧❛r✐③❡r ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❤✐st♦❣r❛♠
♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦❧♦r ❞r✐❢t✳

✷✷



❈❤❛♣t❡r ✻

■♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣

❆s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❜② t❤❡ t✐♠❡ ✇❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❙❝♦r❡
❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦♦ ♥♦✐s② ❛♥❞ t❤✉s ❤❛r❞❧② r❡❧✐❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ t❛s❦ ♦❢ r♦❜✉st ✸❉ ✧♥❡✉r❛❧
❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s✧ ✇✐t❤✐♥ ❛ ◆❡❘❋✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡♥t s✉❝❝❡ss ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❝✉st♦♠✐③❡ ❛♥❞
❡❞✐t ✐♠❛❣❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ s❤✐❢t t♦ ❛ ♠♦r❡ ✧❞✐r❡❝t✧ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❛t❤❡r t❤❛♥
t❤❡ ❤✐❣❤❧② ✉♥st❛❜❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❙❉❙✳

▼♦r❡ ❝♦♥❝r❡t❡❧②✱ ■♥str✉❝t✲◆❡❘❋✷◆❡❘❋ ❬✸✸❪ r❡❝❡♥t❧② s❤♦✇♥ t❤❛t ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡✲t♦✲
✐♠❛❣❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ♥❛♠❡❧② ■♥str✉❝tP✐①✷P✐① ❬✼❪✱ t♦ s❛♠♣❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ✷❉ ✈✐❡✇s ❢r♦♠ ❛ ♣r❡✲tr❛✐♥❡❞
◆❡❘❋ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡♥❞❡r✐♥❣s t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ ◆❡❘❋✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝♦♥s✐st❡♥t
❡❞✐ts ♦❢ ✸❉ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ s❝❡♥❡s✳ ❲❡ t❤✉s ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ❧❡✈❡r❛❣❡ ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
♠♦❞❡❧s t♦ s❛♠♣❧❡ ♥♦✈❡❧ ✈✐❡✇s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡ t♦ ♦✉r s❝❡♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✐♥❥❡❝t t❤❡♠ ❛s
♥❡✇ tr❛✐♥✐♥❣ ✈✐❡✇s ✐♥ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♠❛♥♥❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝r✉① ♦❢ t❤❡ ♠❛tt❡r r❡s✐❞❡❞ ✐♥ ❝❧♦s✐♥❣
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r s❝❡♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♦rs ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡r❡❛❢t❡r✱ ♥❛♠❡❧② ❚❡①t✉❛❧ ■♥✈❡rs✐♦♥✱ ❉❉■▼ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞
❢❡❛t✉r❡✲❣✉✐❞❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳

✻✳✶ ❚❡①t✉❛❧ ■♥✈❡rs✐♦♥

❚❡①t✉❛❧ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❬✷✽❪ ✭❚■✮ ❛✐♠s ❛t ❝✉st♦♠✐③✐♥❣ t❡①t✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ✜♥❡✲t✉♥✐♥❣ t❤❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✐t ❜✉✐❧❞s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❢♦r t❡①t✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣
s✐❣♥❛❧ c ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t♦❦❡♥✐③✐♥❣ ❛ t❡①t ♣r♦♠♣t y ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t♦❦❡♥s t1, . . . , tp
❛♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡❛❝❤ t♦❦❡♥ t♦ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦❦❡♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❡♠❜(t1), . . . , ❡♠❜(tp) ∈ R

dt ✇❤❡r❡ dt ✐s t❤❡
t♦❦❡♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❛s X = [❡♠❜(t1), . . . , ❡♠❜(tp)]
❛♥❞ ❢❡❞ t♦ ❛ t❡①t✲❡♥❝♦❞❡r T (X) ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐③❡s ❡❛❝❤ t♦❦❡♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐♥t♦ ❛ t❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♦ t❤❛t
t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② c = T (X) = [e1, . . . , ep] ✇❤❡r❡ e1, . . . , ep ∈ R

de ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
t❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❛♥❞ de t❤❡✐r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦❜❥❡❝t✱ ❚■ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❛ ♥❡✇ ❛r❜✐tr❛r②
t♦❦❡♥ < S∗ > ✭✉s✉❛❧❧② ✉s✐♥❣ ❛ t♦❦❡♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡ t♦ ✐t✮ ❛♥❞ t♦ ❧❡❛r♥ ✐ts ✇❡✐❣❤ts ✉s✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ s❡t ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ ✭✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ t❡①t ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✮
s❡♥t❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✧❛ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛ < S∗ >✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t s♦❧✉t✐♦♥ ❜✉t
❝♦♠❡s ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♥❡①t✳

❚❤❡ ✜rst ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ r❡❛❧ s❝❡♥❡s✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
♦❜❥❡❝ts ❧✐❡ ♦♥ ❛ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❛r❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❛t ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ✭♠♦r❡ ♦r ❧❡ss✮ ❢r♦♠
♦♥❡ ✈✐❡✇✐♥❣ ❛♥❣❧❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❖♥❡ ♦♣t✐♦♥ t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝ts ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❜② ❇r❡❛❦✲❛✲
s❝❡♥❡ ❬✹❪ ♠✐❣❤t ❜❡ t♦ ❡①tr❛❝t r♦❜✉st ❡♥♦✉❣❤ ♠❛s❦s ❛♥❞ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ t♦❦❡♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡
♦♥ ♣✉r❡❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦✉r ✧♥❡✉r❛❧ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s✧ ❛♥❞ ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡
✐♥❤❡r❡♥t ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ tr②✐♥❣ t♦ r❡✜♥❡✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t ✐t ♠✐❣❤t
❜❡ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✐❢ ♥♦t ❡ss❡♥t✐❛❧✱ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ♣s❡✉❞♦✲❝♦♥t❡①t✉❛❧✐③❡❞ t♦❦❡♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❚♦ ❞♦
s♦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡①tr❛❝t ✭t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡t ♦❢ ❝r♦♣♣✐♥❣✴r❡s✐③✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✮ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❞❡♣✐❝t✐♥❣
♣✉r❡❧② t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✐ts ❝❧♦s❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❧❡❛r♥ t✇♦ t♦❦❡♥
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✭❛✮ ❢♦① s❝❡♥❡

✭❜✮ ❜♦✉q✉❡t s❝❡♥❡

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ Pr♦❣r❡ss✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡❞ ❚❡①t✉❛❧ ■♥✈❡rs✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢♦① ❛♥❞ ❜♦✉q✉❡t
s❝❡♥❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❝❡♥❡✱ t❤❡ ✉♣♣❡r r♦✇ ✭r❡s♣✳ ❧♦✇❡r r♦✇✮ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❉❉■▼ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
♣r♦♠♣t ✧❛ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❬r♦♦♠✴s❝❡♥❡❪ < Sb

∗ >✧ ✭r❡s♣✳ ✧❛ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ < So
∗ > ✐♥ ❛ ❬r♦♦♠✴s❝❡♥❡❪ < Sb

∗ >✧✮✳
❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❡♠❜❡❞❞✐♥❣s < So
∗ > ❛♥❞ < Sb

∗ > r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ t❛r❣❡t ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ✐ts ❞✐r❡❝t s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t♦❦❡♥ < Sb

∗ > ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛♥ ❛❜s♦r❜✐♥❣ t♦❦❡♥ t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡ s❝❡♥❡ ❢r♦♠ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥❝❡♣t✳ ❲❡ ♦♣t✐♠✐③❡ ❜♦t❤ ✐♥ ❛ ❞r♦♣♦✉t ❢❛s❤✐♦♥ ❜② r❛♥❞♦♠❧② s❛♠♣❧✐♥❣ ♣✐❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤
s❡♥t❡♥❝❡s ✭✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✧❛ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ < So

∗ > ✐♥ ❛ ❬r♦♦♠✴s❝❡♥❡❪ < Sb
∗ >✧ ❛♥❞

❝r♦♣♣❡❞ ♦✉t ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ♣r♦♠♣ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✧❛ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❬r♦♦♠✴s❝❡♥❡❪ < Sb
∗ >✧✳ ❚❤❡ r❡st ❢♦❧❧♦✇s t❤❡

♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❚■ ❬✷✽❪✱ ❛♥❞ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥
✈✷✳✶✳ ❋✐❣ ✻✳✶ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❢♦① s❝❡♥❡ ♦❢ ■♥st❛♥t✲◆●P ❬✻✾❪ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉q✉❡t s❝❡♥❡
♦❢ ▲❊❘❋ ❬✹✺❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t♦❦❡♥s✳ ❆s ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♣♣❡r r♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r r♦✇✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ♠❛♥❛❣❡s t♦ ✭♣❛rt✐❛❧❧②✮ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♦❜❥❡❝t
❢r♦♠ ✐ts ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♣❛rts ♦❢ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ t♦❦❡♥✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛s t❤❡ ❜♦✉q✉❡t s❝❡♥❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ❡①tr❛❝t ❡♠❜❡❞✲
❞✐♥❣s ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ❛ ✸✻✵ ❞❡❣r❡❡ ♠❛♥♥❡r ❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈✐❡✇s t❡♥❞ t♦ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ t❤❡

✭❛✮ ❚r❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❡❞❞②❜❡❛r s❝❡♥❡ ✭❜✮ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡❞ t❡①t✉❛❧
✐♥✈❡rs✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ P❡r❢♦r♠✐♥❣ t❡①t✉❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✸✻✵ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❡✇s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✱ ②❡t ✐s♦❧❛t❡❞✱
♦❜❥❡❝t r❡s✉❧ts ✐♥ ✐♥tr❛✲❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❛s ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ✈✐❡✇s ✧♠❡r❣❡✧ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❝♦♥❝❡♣t✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❙❛♠♣❧❡❞ ✈✐❡✇s ✉s✐♥❣ ♦✉r ✈✐❡✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❚❡①t✉❛❧ ■♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✶ ♦♥ t❤❡
t❡❞❞②❜❡❛r s❝❡♥❡ ✇✐t❤ m = 6 ❜✐♥s ❛♥❞ k = 3 ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs

❝♦♥❝❡♣t t❤❛t ✇❡ s❡❡❦ t♦ ❧❡❛r♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛s ✇❡ s❤♦✇ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷ ✇❤❡r❡
✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❡❞❞②❜❡❛r s❝❡♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦✸❉ ❞❛t❛s❡t ❬✽✶❪✱ tr②✐♥❣ t♦ ❡♠❜❡❞ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
♦❜❥❡❝t ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t♦❦❡♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡s ✧♠❡r❣✐♥❣✧ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛❞
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❛ ❢r♦♥t✲❢❛❝✐♥❣ ♠❛♥♥❡r ♦r ❢♦✉r ❧❡❣s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s✱ ✇❡ ❞r❛✇ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❢r♦♠
▼✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❚❡①t✉❛❧ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❬✶✾❪ ❛♥❞ ❧❡❛r♥ ✈✐❡✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t♦❦❡♥s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❧❡❛r♥
t♦❦❡♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ t ∈ [1, T ]
✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✱ t❤❡② ♦♣t✐♠✐③❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t♦❦❡♥ < S∗(t✜①❡❞) > ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ t ∈ [1, t✜①❡❞]✳ ◆♦t❡ t❤❛t
✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s t❤❡② ✐♥tr♦❞✉❝❡✳ ❲❡ ♣✉s❤
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛ t❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❛♥❣❧❡
❛r♦✉♥❞ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❢♦r ❛ ✸✻✵✲❞❡❣r❡❡ s❝❡♥❡✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ tr❛❝t❛❜❧❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❧❡❛r♥ m t♦❦❡♥
❡♠❜❡❞❞✐♥❣s < S∗(θ1) >, . . . , < S∗(θm) > ❢♦r ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❣❧❡s θ1, . . . , θm✳ ❚♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ < S∗(θ) > ❛t ❛♥② ❛♥❣❧❡ θ✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ t❤❡s❡ ❜✐♥♥❡❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ✉s✐♥❣ knn
♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t t❤❡✐r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❜② ❛ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱

❡♠❜(< S∗(θ) >) =
∑

i∈❦♥♥(θ)
ai · ❡♠❜(< S∗(θi) >) ✇❤❡r❡ ai =

1/|θi − θ|
∑

j∈❦♥♥(θ) 1/|θj − θ| ✭✻✳✶✮

❲❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ♠❛♥② ✈❛❧✉❡s ❢♦r m ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞ s❡tt❧❡❞ ♦♥ m = 6
❛♥❞ knn = 3 ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ◆❡❚■ ❬✷❪✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❧s♦
♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛ s♠❛❧❧ ❤②♣❡r♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣r♦✈✐❞❡s
✉s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥s✐❣❤ts✳ ❋✐rst✱ ❞❡s♣✐t❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭❛♥❞ ❜✐♥♥✐♥❣✮ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♠❛❣❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱
♥♦t ❛❧❧ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♦♥❧② t❤❡ ❢r♦♥t✲❢❛❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇s s❡❡♠ t♦
❢✉❧❧② r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡❞❞② ❜❡❛r✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ s✐❞❡✲❢❛❝✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ❤❛r❞❧② ♠❛t❝❤ t❤❡
❛♥❣❧❡s t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣✳ ❇♦t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤✐♥t ❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥❛❧
❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ P✉t ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ✇❛s ✈❡r② ❧✐❦❡❧② ❡①♣♦s❡❞ t♦ ♠❛♥② ❢r♦♥t✲
❢❛❝✐♥❣ ♣✐❝t✉r❡s ♦❢ t❡❞❞② ❜❡❛rs ❛t tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧❛r❣❡ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦❧✉♠❡✮ ❛♥❞
r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ✇❡✐❣❤t ❧❛♥❞s❝❛♣❡ t❤❛t ❣r❛❞✐❡♥ts ❝❛♥ ♥❛✈✐❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❚■✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱
❛♥❞ ✇❡ t❤✉s ♥❛✈✐❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❧♦✇✲❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ♥♦✐s② ♠♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
❝❛rt♦♦♥ st②❧❡ ❛r♦✉♥❞ π✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✇✐t❤ t❤✐s ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❧❛t❡♥ts ❜❡❝❛✉s❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❬✹✱ ✷❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❚■ t❡♥❞s t♦ ♦✈❡r✜t ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ ♥♦♥✲
❝♦♠♣❧✐❛♥t ❈▲■P t♦❦❡♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤✉s s✉❣❣❡st❡❞ ❡✐t❤❡r ❡①♣❧✐❝✐t ♦r ✐♠♣❧✐❝✐t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✱

✷✺



✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ▲♦✇✲❧♦✇ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭❝✮ ▲♦✇✲❤✐❣❤ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭❞✮ ❍✐❣❤✲❤✐❣❤ ✐♥✈❡rs✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❣✉✐❞❛♥❝❡ s❝❛❧❡ ❞✉r✐♥❣ ❜♦t❤ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥
✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡r♥ s❝❡♥❡ ✭r❡s♣✳ ♣❧❛②❣r♦✉♥❞ s❝❡♥❡✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♠♣t ✧❛ ❉❙▲❘ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❜✐❣ ❢❡r♥ ✐♥
❛ ❤❛❧❧✧ ✭r❡s♣✳ ✧❛ ❉❙▲❘ ♣❤♦t♦ ♦❢ ❛ ♣❧❛②❣r♦✉♥❞✱ ♦✉t❞♦♦r✱ s✉♥♥②✧✮✳ ▲♦✇✲❤✐❣❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❧♦✇ ❣✉✐❞❛♥❝❡
✭γ = 1.0✮ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ✭γ = 7.5✮ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
r❡✈❡rs❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐③❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ t❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❛♥❞ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥s✮✳

✻✳✷ ❉❉■▼ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✫ ♥✉❧❧✲t❡①t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❆s ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❚❡①t✉❛❧ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t t♦ ✐ts
❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t②✿ t❤❡ t❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❛r❡ ♦♥❧② ❢❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞
♠❛♥♥❡r ❛♥❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r♦❜✉st t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆s s✉❝❤ t❤❡② ❝❛♥ ♦♥❧② ❝❛♣t✉r❡
❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ ❛ r❛t❤❡r ❣❧♦❜❛❧ ♠❛♥♥❡r✳ ❲❡ t❤✉s ♣r♦♣♦s❡✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✱
♥❛♠❡❧② ❉❉■▼ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ t♦ ❜❡tt❡r ❛❧✐❣♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡
t❤❛t ✇❡ ♠✐❣❤t ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ ❢r♦♠ ❛♥ ♦✉t✲♦❢✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳ ❉❉■▼ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❬✾✹❪ ❜✉✐❧❞s ♦♥ t❤❡
❖❉❊ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t✱ ✉♣ t♦ t❤❡ ✭♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✮ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡rr♦r
♦✈❡r t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ❉❉■▼ ❞❡✜♥❡s ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t zT ∼ N (0, I) ❛♥❞
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ z0 ∼ p(z)✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♠❛❣❡ z0✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✈❡rs❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹ ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛t❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❙♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✾✹❪ s❤♦✇ t❤❛t s♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t zT ❧❛t❡♥ts ❣✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ✇♦r❦s ❬✼✸✱
✶✸✵❪✱ ❜♦t❤ ❉❉■▼ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡♥t❛♥❣❧❡❞✳

❖♥❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ❛t ❤✐❣❤✲❣✉✐❞❛♥❝❡✱ ❉❉■▼ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s
❜❛❞❧② ❛s ✐t st❡❡rs t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ ❛❝t✉❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❡rr♦r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ st❡♣s ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡r✲❢r❡❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✹❞✱ ✉s✐♥❣
❤✐❣❤✲❣✉✐❞❛♥❝❡ ❢♦r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣♦♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❧♦✇✲❣✉✐❞❛♥❝❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❛ ♠♦❞❡r❛t❡❧② ❢❛✐t❤❢✉❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✻✳✹❜✮ ❜✉t ♣♦♦r
❡❞✐t❛❜✐❧✐t②✳ ❯s✐♥❣ ❤✐❣❤✲❣✉✐❞❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♣r♦❝❡ss ❜♦♦sts ❡❞✐ts ❜✉t ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❢❛✐t❤❢✉❧♥❡ss✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♣✐✈♦t❛❧ t✉♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ●❆◆s ❬✽✻❪✱ ◆✉❧❧✲t❡①t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❬✻✼❪
♣r♦♣♦s❡s t♦ ❧❡✈❡r❛❣❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r ♦❢ ❧♦✇✲❣✉✐❞❛♥❝❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❜② ✜rst ✐♥✈❡rt✐♥❣
t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐♠❛❣❡ z0 ❛t ❧♦✇✲❣✉✐❞❛♥❝❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ♣✐✈♦t tr❛❥❡❝t♦r② z0 = z∗0 , z

∗
1 , . . . , z

∗
T ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧②

♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s (∅t)t∈[1,T ] ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼ ✐♥ ❛ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ✇❛②
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ∅T ❛❧❧ t❤❡ ✇❛② ❞♦✇♥ t♦ ∅1✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✻✳✺✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞

✷✻
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✭❛✮ ❢❡r♥ s❝❡♥❡
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✭❜✮ ♣❧❛②❣r♦✉♥❞ s❝❡♥❡

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❲❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♥✉❧❧✲t❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛♥✐❧❧❛
♦♥❡s ♦♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❡r♥ ❛♥❞ ♣❧❛②❣r♦✉♥❞ s❝❡♥❡s ♦❢ t❤❡ ▲▲❋❋ ❞❛t❛s❡t✳ ◆♦t❡ ❤♦✇ t❤❡
s✐♠✐❧❛r✐t② st❛rts t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ♦♥❝❡ ✇❡ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❝♦❛rs❡ st❛❣❡ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❧❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❜❡✐♥❣
❢♦r♠❡❞✳

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ▲♦✇ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭❝✮ ■♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ♥✉❧❧✲t❡①t
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ♥✉❧❧✲t❡①t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✈❛♥✐❧❧❛ ❧♦✇✲❣✉✐❞❛♥❝❡
✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭❜✮✳ ✭❝✮ s❤♦✇s t❤❛t ♥✉❧❧✲t❡①t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② r❡❝♦✈❡r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
✐♠❛❣❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ s✐♠✐❧❛r ♣r♦♠♣ts ❛s ❋✐❣✳ ✻✳✹✳
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✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡

✭❜✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❞❡♣t❤ ✭❝✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤
♦♣t✐♠✐③❡❞ ♥✉❧❧✲t❡①t ❡♠❜❡❞✲
❞✐♥❣s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ■♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❧❡✈❡r❛❣❡ ♥✉❧❧✲t❡①t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss ♥♦✈❡❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❧❧✲t❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ♦♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❛✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ❞❡♣t❤ ✉s✐♥❣ ❈♦♥tr♦❧◆❡t ✭t♦♣ ♦❢
✭❜✮✮✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❣♦♦❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭t♦♣ ♦❢ ✭❝✮✮ ❜✉t ❢❛✐❧s t♦ ♣r♦❞✉❝❡
❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❜♦tt♦♠ ♦❢ ✭❝✮✮ ✇❤❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦✈❡❧ ❞❡♣t❤ ♠❛♣ ✭❜♦tt♦♠ ♦❢ ✭❜✮✮✳

♥✉❧❧✲t❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥✉❧❧✲t❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ∅ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✳
◆♦t❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❤♦✇ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❞r♦♣s ❛r♦✉♥❞ ✶✺ st❡♣s✳ ❚❤✐s ❤✐♥ts ❛t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣
♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ❞❡t❛✐❧s ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ r❡❝♦✈❡r✮ st❛rt ❜❡✐♥❣ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❛t t❤✐s st❛❣❡ ❞✉r✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❚❤✐s
❝♦rr♦❜♦r❛t❡s r❡❝❡♥t ✜♥❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ✇❡ tr② t♦ ♣❧♦t
♦♥ ❋✐❣✳ ✻✳✺✿ ❝♦❛rs❡✴❧❛②♦✉t✱ ❝♦♥t❡♥t✴s❡♠❛♥t✐❝ ❛♥❞ ✜♥❡✴❞❡t❛✐❧ st❛❣❡s✳ ❆❧❧ t❤✐♥❣s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦✈❡r✜t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ t❤✉s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❢❛✐t❤❢✉❧
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✻✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ (∅t)t∈[1,T ] ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ st❡❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡❞✐t✐♥❣ ♦❢ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s ✭✉s✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r
❡❞✐t✐♥❣ ♣r♦♠♣t ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s Pr♦♠♣t✲t♦✲Pr♦♠♣t ❬✸✻❪✮ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ✇❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✳ ❲❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡s❡
✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡
r♦❜✉st t♦ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♥❡✇ ✈✐❡✇s ❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t❡s ❢r♦♠ ❝❧♦s❡✱ ②❡t ❞✐✛❡r❡♥t✱
✈✐❡✇♣♦✐♥ts✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✼✱ t❤✐s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ♣♦♦r❧② s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ r❡s✉❧ts✳
❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♥✉❧❧✲t❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❛♥❞
t❤❡✐r s❡❡❞✐♥❣ ❧❛t❡♥t✳ ❚♦ ❥✉st✐❢② t❤✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❥♦✐♥t❧② ♦♣t✐♠✐③❡ ❛ s❡t ♦❢ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s (∅t)t∈[1,T ] ❢♦r ❛
❜❛t❝❤ ♦❢ ✺ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❝❧♦s❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✳ ❋✐❣✳ ✻✳✶✵ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡
✐s ❞✉❡ t♦ t✇♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣♦✐♥ts✿ ✶✳ ✐♥✈❡rs✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭❛♥❞ t❤✉s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧❛t❡♥ts✮ ❛r❡ ❤✐❣❤❧②
❞❡❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t t♦ ❛♥♦t❤❡r ✭✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s s❡♥s❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢
✐♥✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ ❈◆◆s✮✱ ✷✳ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ♥✉❧❧✲t❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ✐s ②❡t ❛♥♦t❤❡r ♦✈❡r✜tt✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ s✐♠♣❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❡①t✲❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❚♦
❥✉st✐❢② t❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✻✳✽✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ✈❛r✐♦✉s
❝♦rr✉♣t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ■❢ ✐♠❛❣❡✲s♣❛❝❡ ❝♦rr✉♣t✐♦♥s
❜❡❤❛✈❡ q✉✐t❡ ✇❡❧❧ ✭s♦♠❡t✐♠❡s ❡✈❡♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇❤❡♥ ✐♥✈❡rt✐♥❣✦✮✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦♥❡s r❡s✉❧t ✐♥ ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ❛s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✾✱ t❤✐s ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞r♦♣s ✈❡r② q✉✐❝❦❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t
❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❡q✉✐✈❛r✐❛♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ ❜✉t ♦❜s❡r✈❡❞
♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ✐♥✈✐t❡ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❧♦♦❦ ❛t ❧✐♥❡ ✭✻✮ ♦❢

✷✽



✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡

✭❜✮ ❈♦rr✉♣t❡❞ ✐♠❛❣❡s
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✭❝✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❛✮✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❝♦rr✉♣t✐♦♥s✴❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭❢r♦♠
t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✿ ❝♦❧♦r❥✐tt❡r✐♥❣✱ r♦t❛t✐♦♥s✱ s❝❛❧✐♥❣✮ ✭❜✮ ❛♥❞ ♣❧♦t t❤❡ ❝♦s✐♥❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♥♦✐s❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ♦♥❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦rr✉♣t❡❞ ✐♠❛❣❡s ✭❝✮
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✭❜✮ ❙❝❛❧✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛s ❋✐❣✳ ✻✳✽✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❝♦s✐♥❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡♥ t❤❡ ✜♥❛❧
✐♥✈❡rt❡❞ ❧❛t❡♥t zT ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ♦♥❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❝♦rr✉♣t✐♦♥s
✭✐✳❡✳✱ ❡✐t❤❡r ❛♥❣❧❡ ♦r s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✮✳ ❈♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ ❈◆◆✱ t❤✐s ❜r❡❛❦s
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛♥❞ ✈❡r② r❛♣✐❞❧② ❛♥❞ s✉❣❣❡sts ✇❤② ♥✉❧❧✲t❡①t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t r♦❜✉st t♦ ❜❛t❝❤❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ✈❛r②✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✳

✷✾



✭❛✮ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s❛♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡
❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❜❛t❝❤

✭❜✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✶ ✭❝✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✷ ✭❞✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❜❛t❝❤ ♦❢ ♥❡❛r❜② ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ✭❛✮ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❥♦✐♥t❧②
♦♣t✐♠✐③❡ ♥✉❧❧✲t❡①t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜❛t❝❤✳ ✭❜✲❝✮ s❤♦✇ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦rr✉♣t❡❞ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥✈❡rs✐♦♥s✳

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✉♣❞❛t❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ∅t ❢r♦♠ ∅t−1✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♣✐❝t✉r❡ t❤❛t
t❤✐s ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐❧❧ ✢✉❝t✉❛t❡ ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡✱ ✐✳❡✳ ❝❧♦s❡
t♦ ∅1✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✺✮ ❛♥❞ t❤✉s ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ♣♦♦r❧② ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✳

✻✳✸ ❋❡❛t✉r❡✲❣✉✐❞❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣

❆❞❛♣t❡r✲❜❛s❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❯s✐♥❣ ❛❞❛♣t❡rs t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r s✐❣♥❛❧s ✇♦r❦s ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❈♦♥tr♦❧◆❡t ❬✶✷✾❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛s t❤❡s❡ ❛❞❛♣t❡rs ❛r❡ ♦♥❧② r❡❣r❡ss❡❞ t♦
❣❡♥❡r❛t❡ ✐♠❛❣❡s ❣✐✈❡♥ ✭♦✉t✲♦❢✲❝♦♥t❡①t✮ ❞❡♣t❤ ♠❛♣s✱ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐s ❢❛r ❢r♦♠ s❛t✐s✜❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ❛ s❧✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝❛♠❡r❛ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t st❛rt✐♥❣ ❧❛t❡♥t zT ∼ N (0, I) ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❋✐❣✳ ✻✳✶✶ s❤♦✇s s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡♥❞❡r✐♥❣s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❈♦♥tr♦❧◆❡t ♦♥
❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡♣t❤ ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r❡✲tr❛✐♥❡❞ ◆❡❘❋ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t♦❦❡♥ ❧❡❛r♥❡❞
❜② ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡❞ ❚■ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✻✳✶✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥❥❡❝t s❡♠❛♥t✐❝
❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♣r✐♦rs ❜♦t❤ ❛t ✜♥❡r ❣r❛♥✉❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧②✲❝♦♥s✐st❡♥t ✇❛②✳ ❖♥❡ ✇❛② ♦❢
♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ tr❛✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ♣♦s❡ ❬✶✶❪ ♦r t❤❛t ✉s❡ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r✐♦rs s✉❝❤ ❛s ✧❡♣✐♣♦❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥s✧ ❬✶✵✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ st❛t❡❞ ✐♥ ♦✉r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱
t❤✐s r❡q✉✐r❡s t♦ ❤❛✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❛s ✐t
✐♠♣❧✐❡s tr❛✐♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❲❡ t❤✉s ❡①♣❧♦r❡ ❛ ♠♦r❡ ✧❛❝❝❡ss✐❜❧❡✧ ❛♥❞ ✧❤❛❝❦②✧ ✇❛② ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣
❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❢♦❝✉s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ♥❛♠❡❧② ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡♥t tr❡♥❞s ✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❡❞✐t✐♥❣✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ❝♦❛rs❡r ❢❡❛t✉r❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❝r♦ss✲
❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣✱ ❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞s ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡✱ ②❡t s❡♥s✐t✐✈❡✱ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ✭s❡❧❢✲❛tt❡♥t✐♦♥
♠❛♣s ❛♥❞ r❛✇ r❡s✐❞✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s✮✳ ❆s t❤❡ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡✲♠❛♣ ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐s ✭❛❧r❡❛❞②✮ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦♠♣❧❡①✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇ ❛ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❜② t❤❡ t✐♠❡ t❤✐s r❡♣♦rt ✇❛s s✉❜♠✐tt❡❞✳

❈r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s✳ Pr♦♠♣t✲t♦✲Pr♦♠♣t ❬✸✻❪ r❡❝❡♥t❧② s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱ ❞✉r✐♥❣ t❡①t✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✐♠❛❣❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❛r❡ s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t♦❦❡♥ t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦✳ ❲❡ s❤♦✇ s♦♠❡
❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ❋✐❣ ✻✳✶✷ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❛tt❡♥❞ ✭r♦✉❣❤❧②✮ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦❦❡♥s ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❍❡rt③ ❡t ❛❧✳ ❬✸✻❪ t❤✉s ♣r♦♣♦s❡ t♦
❜✉✐❧❞ ♦♥ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t♦ ❡❞✐t ❛ ❚✷■✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ❜② ❡✐t❤❡r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♠♣t ❛♥❞✴♦r t❤❡
❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡✳ ▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤✐s ✇♦r❦✱
✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ t❤✐s s✐❣♥❛❧ t♦ s❛♠♣❧❡ ♥❡✇ ✈✐❡✇s ❢r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ◆❡❘❋ s❝❡♥❡✳ ❨❡t ❛ ♠❛❥♦r
❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛❜♦❞❡✿ ❤♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❧✐❢t t❤✐s ✷❉ ♣r✐♦r ✐♥ ✸❉❄ ■♥s♣✐r❡❞ ❜② ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❢❡❛t✉r❡ ✜❡❧❞s✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢❡❛t✉r❡ ✜❡❧❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s✳

❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ st❛rt ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♣r♦♠♣t ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s❝❡♥❡ ✭❡✳❣✳ ✧❛ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❜♦✉q✉❡t ♦♥ ❛ t❛❜❧❡
✐♥ ❛ ❧✐✈✐♥❣ r♦♦♠✧ ♦r ✇✐t❤ t❡①t✉❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ✧❛ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛ < S∗ > ♦♥ ❛ t❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ❧✐✈✐♥❣ r♦♦♠✧✮✱ ✇❡

✸✵



✭❛✮ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❘●❇ ✭❜✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❞❡♣t❤ ✭❝✮ ●❡♥❡r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❢r♦♠ ❞❡♣t❤ ♠❛♣s ✭❜✮ ✉s✐♥❣ ❈♦♥tr♦❧◆❡t✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛
♣r♦♣❡r❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ t♦❦❡♥✱ ♣r♦❞✉❝❡s r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ ❢❛✐t❤❢✉❧ ❛♥❞ ❤❛r❞❧② ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝♦♥s✐st❡♥t✳

✸✶



ref <a> <picture> <of> <an> <astronaut> <riding> <a> <horse>

✭❛✮

ref <a> <picture> <of> <an> <astronaut> <riding> <a> <horse>

✭❜✮

ref <a> <photo> <of> <a> <fox>

✭❝✮

ref <a> <photo> <of> <a> <fox>

✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❡①tr❛❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦♥ ❜♦t❤ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ✭❛✱
❝✮ ❛♥❞ ❉❡❡♣❋❧♦②❞ ■❋ ✭❜✱ ❞✮✳ ■♥ ❛❧❧ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣s❛♠♣❧✐♥❣
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❯✲◆❡t ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❤❡❛❞s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛②❡r✳ ❋♦r ❉❡❡♣❋❧♦②❞ ■❋✱ ✇❡ s❤♦✇
♦♥❧② ♠❛♣s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ s♦❢t✲t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❧❢✲❣✉✐❞❛♥❝❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❬✷✹❪
✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝❧❡❛♥❡r ♠❛♣s✳

✸✷



ref 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

✭❛✮

ref 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛s ❋✐❣✳ ✻✳✶✷ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t✐♠❡st❡♣
t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ♦❢ t❤❡ ✧❁❛str♦♥❛✉t❃✧ t♦❦❡♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❙t❛❜❧❡
❉✐✛✉s✐♦♥ ✭❛✮ ❛♥❞ ❉❡❡♣❋❧♦②❞ ■❋ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ❲❡ tr❛✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢❡❛t✉r❡ ✜❡❧❞s ❢♦r t❤❡ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ✭❛❝r♦ss ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤❡❛❞s ❛♥❞ ❧❛②❡rs✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦❜❥❡❝t t♦❦❡♥s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉q✉❡t ❛♥❞ t❡❞❞②✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ◆❡❘❋ r❡♥❞❡r✐♥❣s ❛❜♦✈❡✱
♦✉r ❞✐st✐❧❧❡❞ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❛r❡ ✸❉ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❧❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t
♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ❧❛t❡♥t ❢❡❛t✉r❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱
❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❛r❡ ♠♦r❡ ❛♠❡♥❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

✸✸



✭❛✮ ◆❡❘❋ ❘●❇ ❡st✐♠❛t❡ ✭❜✮ ◆❡❘❋ ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t❡ ✭❝✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t
t❤❡ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s

✭❞✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✿ ❲❡ ✉s❡ ♦✉r ◆❡❘❋ ❞✐st✐❧❧❡❞ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥✳
❙♦❧❡❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ ❞❡♣t❤ ✭❜✮ ✉s✐♥❣ ❈♦♥tr♦❧◆❡t ❛♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t♦❦❡♥ ②✐❡❧❞s ❛ r❛t❤❡r ♦✉t✲♦❢✲
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✭❝✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ✭❞✮ ❡♥❛❜❧❡s ❛ ♠♦r❡
❢❛✐t❤❢✉❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦❧♦rs ♦❢ t❤❡ ✢♦✇❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r✲✢♦✇❡r s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧❧②
r❡❝♦✈❡r❡❞✳

✉s❡ ❉❉■▼ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭❛t ❧♦✇✲❣✉✐❞❛♥❝❡✦✮ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❢♦r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦❦❡♥s ✭❡✳❣✳
< bouquet >✱ < S∗ >✱ < table >✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳
❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❊❘❋ ❬✹✺❪ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✲♣✉r♣♦s❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ◆❡r❢st✉❞✐♦ ❬✾✾❪✱
✇❡ ❧❡❛r♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢❡❛t✉r❡ ✜❡❧❞s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❤❡❛❞ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ❧❛②❡rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t♦♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ tr❛✐♥ ♦♥❡ ❢❡❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ❜r❛♥❝❤ ❢♦r ❡✈❡r② t♦❦❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❤❡❛❞✱ ❢♦r ❡✈❡r②
❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ❧❛②❡r ❛♥❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡✲st❡♣ t ∈ [1, T ] ♦❢ ❉❉■▼ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭✉s✉❛❧❧② ✺✵ st❡♣s✮✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱
✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✸ t❤❛t ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛❝r♦ss ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡✲st❡♣s ✭❡①❝❡♣t ❧❛t❡ ✐♥
t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ t♦♦ ♥♦✐s②✮✳ ❲❡ t❤✉s✱ s❡❧❡❝t ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ s❝❤❡❞✉❧❡✱ ♥❛♠❡❧② [0, 700] ❛♥❞
❛✈❡r❛❣❡ t❡♠♣♦r❛❧❧② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛♣s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛♣s ❛r❡ t❤❡♥ ❞✐st✐❧❧❡❞ ✐♥ ✸❉ ✉s✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡
r❡♥❞❡r✐♥❣ ❣✉✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✜①❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❘●❇ ♣r❡✲tr❛✐♥❡❞ ◆❡❘❋✳ ❆s ❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❧♦✇✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❣❛✉ss✐❛♥ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ r❡♥❞❡r✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛❧✐❛s✐♥❣✳
❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤✐s ♦✈❡r❛❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t✉r♥❡❞ ♦✉t ❜❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧✳ ❆s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✹ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛r② t♦
t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧❧②✲❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ ♦❢ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥✱ t❤✐s s✐❣♥❛❧ ✐s r♦❜✉st ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥
❧❡❛r♥ ❛ ✸❉ ❞✐st✐❧❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✐t✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s t♦ ❜❡ ♣✉t ✐♥t♦ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡
✇✐t❤ r❡❝❡♥t ❛tt❡♠♣ts t♦ ❧❡❛r♥ s❡♠❛♥t✐❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❬✶✷✼✱ ✶✵✶✱ ✻✵✱ ✸✺❪ ♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛♣s ❬✶✷✸❪ ❜②
✉s✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ✸❉ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❛t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡♠ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♦✉r ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡❞ t♦❦❡♥
♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ r❡❝♦✈❡r ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ♦✉r
♣r❡✲tr❛✐♥❡❞ ◆❡❘❋✱ r❡♥❞❡r t❤❡ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❛❝r♦ss ❛❧❧ ❤❡❛❞s ❢♦r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ ✐♥❥❡❝t
t❤❡ ❧❛tt❡r ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❉❉■▼ s❛♠♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❞❡♣t❤✲❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❈♦♥tr♦❧◆❡t✳ ❆s s❤♦✇♥ ♦♥
❋✐❣ ✻✳✶✺✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❤❡❧♣s ✐♥ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❢r♦♠ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ❛♥❞
✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t♦❦❡♥ s❡❡♠s t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ✢♦✇❡rs ✭✇❤✐❝❤ ❈♦♥tr♦❧◆❡t
❝❛♥♥♦t ❜② ❞❡❢❛✉❧t ❛s ✐t ♦♥❧② ❤❛❧❧✉❝✐♥❛t❡s t❤❡ ❞❡♣t❤✮✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❢❛✐t❤❢✉❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡
t❤❛t✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s s✉❝❤ ❛s ❆s②r♣ ❬✺✵❪✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✐t ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ✐♥❥❡❝t ♥♦✐s❡ ❞✉r✐♥❣
❉❉■▼ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✻✳ ❙t✐❧❧✱ ❛s ♥♦t❤✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❛t ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡❝♦✈❡r
t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤✐s ♣r♦❝❡ss r❡♠❛✐♥s ✈❡r② st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❞ s✐♠♣❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r
st❛rt✐♥❣ ❧❛t❡♥t zT ∼ N (0, I) ♣r♦❞✉❝❡s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳

✸✹



reference =0.0 =0.3 =0.5 =0.8

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✿ ❆❞❞✐♥❣ s♦♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ η ∈ [0, 1] ❞✉r✐♥❣ ❉❉■▼ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡s s♠♦♦t❤❡r ❛♥❞ ♠♦r❡
r❡❛❧✐st✐❝ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ♦✉r ❞✐st✐❧❧❡❞ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s✳ ❲❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡ t❤❛t t❤✐s ❤❡❧♣s r❡❧❛①
t❤❡ ❡rr♦r t❤❛t ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❉❉■▼ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✐♥❥❡❝t❡❞ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♥♦✈❡❧ tr❛❥❡❝t♦r② ✇❡ s②♥t❤❡s✐③❡✳

✭❛✮ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ✭❜✮ f
(11)
401 ✭❝✮ q

(11)
401

✭❞✮ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ✭❡✮ f
(8)
501 ✭❢✮ q

(8)
481

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼✿ ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❧❛②❡rs ♦❢ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
❛ P❈❆ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s✳ ◆♦t❡ ❤♦✇ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦❜❥❡❝ts ♦r
♣❛rts✳ ✭❜✱ ❝✮ ✭r❡s♣✳ ✭❡✱ ❢✮✮ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❉❉■▼ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ r❡✈❡rs❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮ ♦♥ ❛♥ ❡①tr❛❝t ✭❛✮ ✭r❡s♣✳ ✭❞✮✮ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉q✉❡t ✭r❡s♣✳ t❡❞❞②✮ s❝❡♥❡✳

❙❡❧❢✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❛♥❞ r❛✇ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡
t♦♦ ✇❡❛❦ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧② ♣✉t✱ ✐t ❝❛♥
❤❛r❞❧② ❞♦ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❚❡①t✉❛❧ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❛s ✐t ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ✧✇❤✐❝❤ t♦❦❡♥ t♦
✐♥❥❡❝t ❛t ✇❤✐❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡✧✳ ❚❤✐s ❝❧❛✐♠ ✐s t♦ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② q✉❛❧✐✜❡❞ t❤♦✉❣❤✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❛r❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ♣❡r✲❤❡❛❞ ❛♥❞ t❤✉s ❛❧❧♦✇ s✉❜✲❝♦♥❝❡♣ts t♦ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦✈❡r ✢♦✇❡rs ✇✐t❤ ❝♦♥s✐st❡♥t ❝♦❧♦rs ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✺✳ ❨❡t✱ t❤✐s ✐♥✈✐t❡s ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ str♦♥❣❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ s✐❣♥❛❧✳ Pr♦♠♣t✲t♦✲Pr♦♠♣t ❬✸✻❪
❛❧r❡❛❞② ❤✐♥t❡❞ ❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❡❧❢✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡
❜✉t ❢♦✉♥❞ ✐t ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ s♦❧✈❡ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✧❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❧❡❛❦❛❣❡✧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❞✐t❡❞ ♦❜❥❡❝t
❛♥❞ ✐ts ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✇❤❡♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳ ❋✉rt❤❡r ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ♠✐t✐❣❛t❡❞ t❤✐s ❡✛❡❝t ❜② ❝❛r❡❢✉❧❧②
❝❤♦♦s✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❧❛②❡rs t♦ ✐♥❥❡❝t ❬✶✵✻✱ ✷✹❪ ❛♥❞ ♠❛s❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ s❡❧❢✲❛tt❡♥t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♠❛s❦ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ❬✽❪✳

❆ttr❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ ❡✛♦rts✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❯♥✲
❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐♥ ♦✉r s♣❡❝✐✜❝ ♥♦✈❡❧ ✈✐❡✇ s②♥t❤❡s✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❢❛❝❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s
❛r❡ ✈❡r② ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❛♥❞ t❤✉s ❤✐❣❤❧② ✈✐❡✇✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ♣r❡❝❧✉❞❡s ❞✐st✐❧❧✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤✐♥ ❛ ◆❡❘❋✳ ❚♦
❥✉st✐❢② t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡
r❡❝❡♥t ❉❡❡♣❋❧♦②❞ ■❋✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ❧❛②❡r ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❡❧❢✲❛tt❡♥t✐♦♥
❧❛②❡r ❛♥❞ ❛ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ❧❛②❡r✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r t❤❡ s❡❧❢✲❛tt❡♥t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ❛r❡ ❢✉s❡❞✳
◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❉❡❡♣❋❧♦②❞ ■❋✱ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♦✉r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❝♦❞❡❜❛s❡ ❛s
✐ts ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♣❛♣❡r ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ r❡❧❡❛s❡❞ ②❡t✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ✐t s❡❡♠s ✉♥❝❧❡❛r ✇❤② ✐♥❥❡❝t✐♥❣ r❛✇ ❛❝t✐✈❛t❡❞
❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s f

(l)
t s❤♦✉❧❞ ❡✈❡♥ ✇♦r❦ ❛s t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r❡s✐❞✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❘❡s◆❡t ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡

✸✺



f(0)100 f(4)100 f(8)100 f(22)100 f(27)100 f(32)100

f(0)100 f(4)100 f(8)100 f(22)100 f(27)100 f(32)100

✭❛✮ ❘❡s✐❞✉❛❧ f
(l)
t ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s

q(0)
100 q(3)

100 q(6)
100 q(10)

100 q(13)
100 q(16)

100

q(0)
100 q(3)

100 q(6)
100 q(10)

100 q(13)
100 q(16)

100

✭❜✮ ❙❡❧❢✲❛tt❡♥t✐♦♥ q
(l)
t q✉❡r② ♠❛♣s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✿ ❆♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ✇✐t❤✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ❯✲◆❡t ♦❢ ❉❡❡♣❋❧♦②❞ ■❋ ❡①♣♦s❡s t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜✉✐❧❞s✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s✱
✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❣♦♦❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✇ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♠♣t ✧❛ t❡❞❞② ❜❡❛r ♦♥ ❛ s❦❛t❡❜♦❛r❞ ✐♥ t✐♠❡s sq✉❛r❡✧ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

✭❛✮ f
(11)
401 ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢

❜♦✉q✉❡t

✭❜✮ q
(11)
401 ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢

❜♦✉q✉❡t

✭❝✮ f
(8)
401 ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❡❞❞② ✭❞✮ q

(8)
401 ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❡❞❞②

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾✿ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝✐t② ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ r✉♥ ❛ P❈❆ ❥♦✐♥t❧② ♦♥
s❡✈❡r❛❧ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛❝r♦ss ❛❧❧ ❧❛②❡rs✱ t❤✐s ②✐❡❧❞s ✭♣❡r❝❡♣t✉❛❧❧②✮
❝♦♥s✐st❡♥t ✧s❡❣♠❡♥ts✧✳

✸✻



❯✲◆❡t✳ ❖♥❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❡❛r❧② ❞✉r✐♥❣ ❉❉■▼ s❛♠♣❧✐♥❣ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
s❛♠❡ s❡❡❞ ❧❛t❡♥t zT ∼ N (0, I) s❛♠♣❧❡❞ ✧❛t r❛♥❞♦♠✧ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❚✷■ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t ❜✉✐❧❞s ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❉❉■▼
s❛♠♣❧✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡❛r❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥
♣r♦t♦t②♣✐♥❣ ❛♥❞ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ ❡①♣♦s❡ ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥✱ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t♦♦ ❧♦♥❣ ♦r t♦♦ str♦♥❣❧②
♠❛❦❡s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❞✐✈❡r❣❡ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛♣s❡ ✐♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ♠♦❞❡s✳ ❚❤✐s ✐s t♦ ❝♦♥♥❡❝t ✇✐t❤ t❤❡
t❤❡♦r② ❜❡❤✐♥❞ ❉❉■▼ ✐♥✈❡rs✐♦♥✿ ✐t ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ st❡♣ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❡rr♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❞♦✇♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❞♦✐♥❣ P❈❆ ♦♥ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡
♠❛♣s f (l)

t ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❦❡② k
(l)
t ❛♥❞ q✉❡r② q

(l)
t s❡❧❢✲❛tt❡♥t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡

❯✲◆❡t ♦❢ ❜♦t❤ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❡♣❋❧♦②❞ ■❋✳ ❋✐❣✳ ✻✳✶✼ s❤♦✇s ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ✭r❡s✐❞✉❛❧ ❛♥❞
s❡❧❢✲❛tt❡♥t✐♦♥✮ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ❛♥❞ t✐♠❡st❡♣s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❋✐❣✳ ✻✳✶✽
s✉❣❣❡sts t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ❝❛rr② ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ❞❡❡♣❡r ❧❛②❡rs s❡❡♠ t♦ ❝❛♣t✉r❡
s❡♠❛♥t✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ✇❤✐❧❡ ❡①tr❡♠❡ ❧❛②❡rs ✭❜♦t❤ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡r ♦❢ t❤❡ ❯✲◆❡t✮ ❝❛♣t✉r❡ ✜♥❡r
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❞❡t❛✐❧s ✇❤✐❝❤ ❥✉st✐❢② t❤❡✐r r❡❝❡♥t ✉s❡ t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡s ❬✷✹✱ ✶✵✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡
✇✐s❤ t♦ ✧r❡s❛♠♣❧❡✧ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ ♦t❤❡r ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ♠✉st ❡♥s✉r❡ t❤❛t✱ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣r❡❡✱ t❤❡②
❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛❝r♦ss ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈✐❡✇s✳ ❋✐❣✳ ✻✳✶✾ s❤♦✇s t❤❛t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❥♦✐♥t P❈❆ ♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ ✹
❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ②✐❡❧❞s t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ P❈❆ t❤✉s s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❛r❡
r♦❜✉st ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠❛♥♥❡r✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❧❡❛st✱ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❝t✉❛❧❧② r❡✲✐♥❥❡❝t t❤❡♠ ✇❤❡♥ s❛♠♣❧✐♥❣
❢r♦♠ ❛ ♥❡✇ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳ ❆s ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ t✐❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ t❤❡
❦❡② ❞✐✣❝✉❧t② r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❧❛t❡♥t✳ ❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❛t✱ ✇❡ ❞❡✈✐s❡ ❛ s✐♠♣❧❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✇❡ st❛rt ❜② ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥
❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✱ ✇❡ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛♣s ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✴r♦t❛t✐♦♥✴s❝❛❧✐♥❣ ✭t❤❡ t✇♦
❧❛st ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s t❤❡② ❣♦ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❈◆◆s✮✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ str❛t❡❣②
t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❧❛t❡♥t ✭s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t❤❡r❡❛❢t❡r✮ ❛♥❞ r✉♥ ❉❉■▼ s❛♠♣❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❢❡❛t✉r❡
♠❛♣s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ P♥P✲❉✐✛✉s✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✻✳✷✵ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✉♥s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡
♠❛♣s ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭✉♥tr❛♥s❢♦r♠❡❞✮ ❧❛t❡♥t ♦r ❛ r❛♥❞♦♠ ♦♥❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦rr✉♣t❡❞
✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s s❡♥s❡ ❛s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛❜♦✉t ❡❛r❧② ✐♥❥❡❝t✐♦♥s
❛♥❞ ❉❉■▼ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡ ❛♣♣❧✐❡s✳ ▼♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❡q✉✐✈❛r✐❛♥t❧② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥t
❣✐✈❡s ✈✐s✉❛❧❧② ♣❧❛✉s✐❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ♣✉s❤ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡
♦❢ ❈◆◆s✱ t❤✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❢❛❧❧s ❛♣❛rt✳

❆t t❤✐s st❛❣❡✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ❝♦♥s✐❞❡r ✭❛♥❞ ✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t t♦♦✮ t❤❛t ❧❛st ❧❛②❡rs ♠❛② ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦
❘●❇ ❛♥❞ t❤✉s ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ♥♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❝❡♥t❧② t❛❦❡♥ ❜②
❙❡❧❢✲❣✉✐❞❛♥❝❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❬✷✹❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐♥ t❤❡✐r ❝❛s❡✱ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
s❡t✉♣ ✇❤❡r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♠♦r❡ str✉❝t✉r❡❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ♣♦s✐t✐♦♥s✱ s❤❛♣❡s ❛♥❞ s✐③❡s
♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤✐s ❜✉✐❧❞s ♦♥ ❤❡❛✈② ♠❛♥✉❛❧ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦
❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t t❡①t ♣r♦♠♣t✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s t❤❛t✱
❢♦r ❜♦t❤ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❡♣❋❧♦②❞ ■❋✱ t❤✐s ✐s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛s❡✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ ✇❡ s✉❣❣❡st t❤❛t
✐t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦♦r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❈▲■P t❡①t ❡♥❝♦❞❡r ❬✶✷✻❪ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❚✺ ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ■♠❛❣❡♥✱ ✇❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡ t❤❛t ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ s✐❞❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
❤②❜r✐❞ s❡❧❢✲❛tt❡♥t✐♦♥✴❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t t❤❡② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❙✉❝❤ ✈✐s✉❛❧ ❜✐♥❞✐♥❣ ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛s❡s
❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❬✽✵✱ ✷✻❪✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡♥❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣❧❡① t♦ ❝❛rr②
♦✉t✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s r❡q✉✐r❡s t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❧❛♥❞s❝❛♣❡✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡s ❛ ❧♦t ♦❢ ♠❛♥✉❛❧ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✜♥❡✲t✉♥✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❝✐♣❡✦ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t s❡❡♠s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♣♣❧② ✐t ❞✐r❡❝t❧② t♦ ♦✉r
✧♥❡✉r❛❧ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s✧ ❡✛♦rts✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥s✐❣❤ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡
❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦♥ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡✲❣✉✐❞❡❞ ❣✉✐❞❛♥❝❡✳
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❚r❛♥s❧❛t✐♦♥

❘♦t❛t✐♦♥ ✭✷✵ ❞❡❣r❡❡✮

✭❛✮ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ✭❜✮ ❘❛♥❞♦♠ ❧❛t❡♥t ✭❝✮ ■♥✐t✐❛❧ ✐♥✈❡rt❡❞
❧❛t❡♥t tr❛♥s❢♦r♠❡❞
❡q✉✐✈❛r✐❛♥t❧②

✭❞✮ ❚r❛♥s❢♦r♠❡❞
r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡✲
✐♥✈❡rs✐♦♥

✭❡✮ ❚r❛♥s❢♦r♠❡❞ ❛♥❞
❝♦rr✉♣t❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡
✇✐t❤ r❡✲✐♥✈❡rs✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵✿ ❲✐t❤ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❛ r❡✲✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
❛❢t❡r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭t♦♣ r♦✇ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ❜♦tt♦♠ r♦✇✿ r♦t❛t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡
♠❛♣s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t t♦ ✉s❡✿ ✭❜✮ ✉s✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ❧❛t❡♥t ❞♦❡s♥✬t t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡✱ ✭❝✮ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐✈❛r✐❛♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧❛t❡♥t ✇♦r❦s ❢♦r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❈◆◆ ✭♥❛♠❡❧② tr❛♥s❧❛t✐♦♥✮ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t
❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦ r♦t❛t✐♦♥s✱ ✭❞✮ s❤♦✇s✱ ❛s ❛ s❛♥✐t② ❝❤❡❝❦ ✭t❤✉s ♥♦t r❡❛❧✐st✐❝✦✮✱ t❤❛t ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛r✐❛♥t❧②
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛t❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s
❢❛✐t❤❢✉❧❧② r❡❝♦✈❡rs t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ ♥♦ ♦❜✈✐♦✉s ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✮✱ ✭❡✮
❡①t❡♥❞s ✭❞✮ ❜② ❝♦rr✉♣t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♠❛❣❡ t❤❛t ✐s t♦ ❜❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ❝❛♥
❤❡❧♣ r❡❝♦✈❡r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss❡❞ ❞❡t❛✐❧s ❜✉t t❤✐s ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠♦r❡ ❛❣❣r❡ss✐✈❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ r♦t❛t✐♦♥s✮✳
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❈❤❛♣t❡r ✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ tr✐❡❞ t♦ ❧✐❢t t❤❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ✷❉
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡② s❡❡♠ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✧♥❡✉r❛❧ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s✧ ✇✐t❤✐♥ ♣❛rt✐❛❧ ◆❡❘❋
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ r❡❧② ♦♥ t✇♦ r❡❝❡♥t❧② r❡❧❡❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ♥❛♠❡❧② ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥
❛♥❞ ❉❡❡♣❋❧♦②❞ ■❋✳ ❚❤✐s t❛s❦ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛r❞✉♦✉s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s✳

■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✇❡ ❢❛❝❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

❼ ❆t t❤❡ t✐♠❡ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤✐s r❡♣♦rt✱ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❜✉✐❧❞ ♦♥ ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ t❡①t✲t♦✲
✐♠❛❣❡ ❝r♦ss✲♠♦❞❛❧✐t②✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ✭❡✳❣✳ ❈♦♥tr♦❧◆❡t✮ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥tr♦❧
t❤r♦✉❣❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✐❣♥❛❧s ❜✉t t❤❡② st✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❛ t❡①t ♣r♦♠♣t t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s
❡♥t❛✐❧s t❤❛t t❤❡② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡①t ❛♥❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❝❛♥ ❤❛r❞❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❛ ✷❉ ♠❛♥♥❡r✱ ❧❡t ❛❧♦♥❡ ❛ ✸❉ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇❛②✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞
t❤r♦✉❣❤♦✉t ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❚❡①t✉❛❧ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✭♥✉❧❧✲t❡①t✮ ❉❉■▼ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ❜r✐❞❣✐♥❣ t❤❡
t❡①t✲✷❉ ❣❛♣ st✐❧❧ r❡❧✐❡s ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♠♣t t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣ts
♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ t❤✉s ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦✳ ❖✈❡r✜tt✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ❛
s❛♠♣❧❡✲✇✐s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ♥✉❧❧✲t❡①t ✐♥✈❡rs✐♦♥✮ ❜✉t ❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ✐s ❝❡♥tr❛❧ t♦ t❤❡ t❛s❦ ✇❡ s♦✉❣❤t t♦ t❛❝❦❧❡✳

❼ ❇② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣
❜✐❛s t♦ ♠♦❞❡❧ ❞❛t❛ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡✐r tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ ❛s
t❤❡② ❛r❡ ❢♦r♠❛❧❧② tr❛✐♥❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤✉s
r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠❛❥♦r✐t② ♠♦❞❡s ✇❤✐❧❡ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❧♦♥❣ t❛✐❧ ♠✐♥♦r✐t② s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s
t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❛s❦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ▼♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② tr②✐♥❣ t♦
❧❡❛r♥ ✈✐s✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❝❧♦s❡ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❝❡♥❡ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ ❡✐t❤❡r ❜② ✐♥✈❡rs✐♦♥
♦r t❤r♦✉❣❤ s❝♦r❡ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✐s ✐♥tr❛❝t❛❜❧② ✉♥st❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s
t♦ t❤❡s❡ ♦✉t✲♦❢✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❙❝♦r❡ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❛❧s♦ s❤❡❞s ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
♦♥ t❤❡ ✧❝❧❡❛♥❧✐♥❡ss✧ ❛♥❞ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❞❛t❛✳ P✉t ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ ❛s t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
❝♦r♣✉s ❣❡ts ❧❛r❣❡r✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ✧♠✐①✧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤✉s
♠❛❦✐♥❣ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ ✐❢
♥♦t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳

❼ ▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❜② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡✐r ✐♥t❡r♥❛❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s✱
❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s✱ ❡t❝✳✮ t❤❛t t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❜✉✐❧❞ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧②✲❛✇❛r❡ r❡✲
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✷❉ ♠❛♥♥❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛tt❡r s❡❡♠ t♦ r❡♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ ♣✉r❡❧② t❡①t✲
❜❛s❡❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡✐r ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ t♦ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ✷❉ ❞❛t❛✱ ❝♦♠❡s ❛s ❛ s❡✈❡r❡
♦❜st❛❝❧❡ ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ ✸❉ r❡❛❧♠✳

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s✿ ✇❤❛t s❤♦✉❧❞ ✇❡ ❞♦ t❤❡♥❄ ❉♦❡s ✐t ♠❡❛♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❧❡❛r♥ ✸❉
♣r✐♦rs ❢r♦♠ ❞❛t❛ t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❝♦❧❧❡❝t❄ ❲❡ ❛r❣✉❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥
t❤❛t ❜✉✐❧❞s ♦♥ r❡❝❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡✲tr❛✐♥✐♥❣✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r✐♦rs✳ ❚❤❡ ❢❛❝t

✸✾



t❤❛t ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡✐r tr❛✐♥✐♥❣ ❝♦r♣✉s ❛♥❞ ♠♦❞❛❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥
t❤❛t t❤❡② ❞♦♥✬t ❜✉✐❧❞ ❣❡♥❡r✐❝ ♣r✐♦rs ❛t ❜♦t❤ ❝♦❛rs❡ ❛♥❞ ✜♥❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❣r❛♥✉❧❛r✐t②✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✳ ❚❤❡ ❦❡②
❞✐✣❝✉❧t② r❡s✐❞❡s ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ✇❛② t♦ st❡❡r t❤❡ ❧❛tt❡r t♦✇❛r❞s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✸❉ s❝❡♥❡✳
❚♦ t❤✐s ❡①t❡♥t✱ ✇❡ s✉❣❣❡st ❞r❛✇✐♥❣ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ r❡❝❡♥t ❡♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❬✶✷✹❪ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡
t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣r✐♦r ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣r❡✲tr❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧s ❜② ✉s✐♥❣ s♠❛❧❧❡r ❛❞❛♣t❡r ♠♦❞❡❧s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛
s♣❡❝✐✜❝ t❛r❣❡t ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r ✉s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ t❛r❣❡t s❝❡♥❡ ♦r ❛ s♠❛❧❧ s❡t ♦❢ t❛r❣❡t
s❝❡♥❡s✳ ❚❤✐s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ♣r❡s✉♣♣♦s❡s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❡①t ❜✉t✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡s❡ ✇♦r❦ ❛♥❞ ✐♥
❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ♣♦s❡✲❣✉✐❞❡❞ ❚✷■ ♠♦❞❡❧s ❬✶✵✺❪✱ ♥♦t❤✐♥❣ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡s❡ s♠❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛❞❛♣t❡rs
❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ s♦❧❡❧② ♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✉s
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❛ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡♥ tr❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❱❆❊ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❱◗●❆◆ ❬✷✺❪ ❛♥❞ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ st❛❝❦❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ r❡s✐❞✉❛❧
❜❧♦❝❦s ✇✐t❤ ❞♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣ ✭r❡s♣✳ ✉♣s❛♠♣❧✐♥❣✮ ❜❧♦❝❦s ❢♦r t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ✭r❡s♣✳ ❞❡❝♦❞❡r✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤❡ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ ❝♦♥s❡r✈❡s ❛ ✷❉ ❧❛②♦✉t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ❛♠❡♥❛❜❧❡ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❞♦✇♥s❛♠♣❧❡❞ ✹ t✐♠❡s ✐♥
♠♦st ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s ②✐❡❧❞s 64 × 64 ✐♠❛❣❡s✮ ❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ✭✹
✐♥ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✮✳ ❚♦ ❧❡❛r♥ ❛ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧❧② ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡✱ ▲❉▼ ❜✉✐❧❞s
❛❣❛✐♥ ♦♥ ❱◗●❆◆ ❛♥❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧♦ss ✭✇✐t❤ ▲P■P❙✮✱ ✉s❡s ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r✐❛❧
❧♦ss ✇❤❡r❡ ❛ ♣❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱
t❤❡② ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ✜rst ✐s ❛ r❛t❤❡r st❛♥❞❛r❞ ❑▲✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❡r♠ t♦ ❢♦r❝❡
t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ st❛② ❝❧♦s❡ t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ❣❛✉ss✐❛♥ ❬✹✼❪✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❱◗●❆◆ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥str✉❝ts ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ♦❢
❧❛t❡♥t ✈❡❝t♦rs✳

❯✲◆❡t✳ ❚❤❡ ❯✲◆❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲❉▼ ❬✽✼❪ ❜✉✐❧❞s ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❯✲◆❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❜② st❛❝❦✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❜❧♦❝❦s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❡♥❝♦❞❡r ❜❧♦❝❦ ✐s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❡❧❢✲❛tt❡♥t✐♦♥ ❧❛②❡r ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②
❛ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ❧❛②❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ❙t❛❜❧❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ✻
❡♥❝♦❞✐♥❣✴❞♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✱ ✶ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ ✾ ❞❡❝♦❞✐♥❣✴✉♣s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✳

❆✳✷ ❉❡❡♣❋❧♦②❞ ■❋

❲❤✐❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✻ ♦♥ t❤❡ ❍✉❣❣✐♥❣❋❛❝❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡
♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ♠♦st❧② ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝❛s❝❛❞❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬✸✽❪ ✭✐✳❡✳ s✐♠✐❧❛r t♦ ✐♠❛❣❡♥ ❬✾✶❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐t ✉s❡s ❛ ❢✉s❡❞ s❡❧❢✲❛tt❡♥t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❲❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡ t❤❛t t❤✐s ✇❛s ♠❛❞❡ t♦ r❡str✐❝t
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤✉s ♠❛❦❡ ✐t ♠♦r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢
❜♦t❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❨❡t✱ ❛s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉❜❥❡❝t t♦ ✧✈✐s✉❛❧
❜✐♥❞✐♥❣✧ ❢❛✐❧✉r❡ ❛♥❞ ✧❝♦♥❝❡♣t ❧❡❛❦❛❣❡✧✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r
t❤❛t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ✐♠❛❣❡♥✱ ❉❡❡♣❋❧♦②❞ ✬s s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❞♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t s❡❧❢✲❛tt❡♥t✐♦♥✱ ❜✉t
✐♥ ❛ ❢✉s❡❞ ✇❛② ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❋❡❛t✉r❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥✿ ❛ s❤♦rt s✉r✈❡② ✫

❞✐s❝✉ss✐♦♥s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛s ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ❛♥② ♦❢ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s✱ s❡❧❢✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧
❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s✳ ❚❛❜✳ ❇✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❜❡❧♦✇ ✐♥ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s✳

❊①tr❛❝t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❲❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❡①t✲t♦✲✐♠❛❣❡ s❛♠♣❧✐♥❣✱ ✐t ✐s ❞✐r❡❝t t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ❛r❡
t♦ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ ❛♥❝❡str❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ϵθ(zt; t) ❛t ❧✐♥❡ ✭✹✮ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❤♦✇ t❤❡s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❲❡
✐❞❡♥t✐❢② t❤r❡❡ str❛t❡❣✐❡s✿

❼ ✧❢♦r✇❛r❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥✲❜❛s❡❞✧✿ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❉❉■▼
✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐✳❡✳✱ ❢r♦♠ z0 t♦ zT ✳

❼ ✧r❡✈❡rs❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✲❜❛s❡❞✧✿ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡✈❡rs❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❉❉■▼ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐✳❡✳✱ ❢r♦♠ zT t♦ ẑ0✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡♥ ❜② P♥P✲❉✐✛✉s✐♦♥ ❬✶✵✻❪✳

❼ ✧♥♦✐s❡✲❜❛s❡❞✧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t ∈ [1, T ]✱
✇❡ ❞r❛✇ zt =

√
αtz0 + σtϵt ✇❤❡r❡ ϵt ∼ N (0, I)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉❉■▼ ✐♥✈❡rs✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r② ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ r❛✇ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s✱
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ♦♥❧② ✇♦r❦ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡♥t✐r❡❧② ❞❡❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐✳❡✳✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥
♣✉r❡ ❉❉P▼ s❛♠♣❧✐♥❣✦ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❉❉P▼ ✐♥✈❡rs✐♦♥

♣❛r❛❣r❛♣❤✳

▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❆❢t❡r t❤❡✐r ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ♣♦st✲♣r♦❝❡ss❡❞ t♦ ❡✐t❤❡r
✧❝❧❡❛♥✧ t❤❡♠ ♦r ♣r♦❞✉❝❡ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❧❛t❡r ❜❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✭s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤
■♥❥❡❝t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✮✿

❼ ❈r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❜✐♥❛r✐③❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠❛s❦s t❤❛t ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t
❢r♦♠ ✐ts ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❡❞✐ts ♦r ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ❬✽❪✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ✉s✉❛❧❧②
❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♥❛✐✈❡❧② ✉s✐♥❣ ❛ ❤❛r❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② s❡❧❢✲❣✉✐❞❛♥❝❡
❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ r❛t❤❡r ❛♣♣❧② ❛ s♦❢t✲t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ st❡❡r ❛♣❛rt ♥♦✐s②
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s✿

At❤r❡s = ♥♦r♠❛❧✐③❡(s✐❣♠♦✐❞(s · ♥♦r♠❛❧✐③❡(A)− 0.5))

✇❤❡r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡(X) =
X −minh,w(X)

maxh,w(X)−minh,w(X)

✭❇✳✶✮

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❉❡❡♣❋❧♦②❞ ■❋ ✐♥
❋✐❣✳ ✻✳✶✷ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✻✳✶✸ ✭✇❡ ✉s❡❞ s = 10 ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r t♦♦✮✳

❼ ❲❤❡♥ ❡❞✐t❡❞✱ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❝❧✐♣♣❡❞ ❬✸✻❪✱ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❬✷✾❪ ♦r ✜❧t❡r❡❞ ❬✶✷❪✳

❼ ❙❡❧❢✲❣✉✐❞❛♥❝❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❬✷✹❪ ❛❧s♦ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
❝♦♥❝❡♣t✲❝❡♥tr✐❝ ✭❛♥❞ t❤✉s t♦❦❡♥✲❝❡♥tr✐❝✮ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐❦❡ ❛ ✧❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss✧ ♦r s✐③❡✳ ▲❡t k ❜❡ ❛ t❛r❣❡t

✺✵



P❛♣❡r ▼♦❞❡❧ ▲❛②❡rs ■♥❥❡❝t✐♦♥

s❝❤❡❞✉❧❡

■♥❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ P♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣

Pr♦♠♣t✲t♦✲

Pr♦♠♣t ❬✸✻❪
✐♠❛❣❡♥ ❛❧❧ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❡❛r❧②

s❝❤❡❞✉❧❡
❞✐r❡❝t ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❝❧✐♣♣❡❞ ✇❤❡♥

s❝❛❧✐♥❣

❆tt❡♥❞✲❛♥❞✲

❊①❝✐t❡ ❬✶✷❪
❙t❛❜❧❡

❉✐✛✉s✐♦♥

16 × 16 ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥
♠❛♣s

t ∈ [25, 50]
❢♦r
❉❉■▼(50)

❣✉✐❞❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ t♦
♣r♦❞✉❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❡r✲
t♦❦❡♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥

❣❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r

▲❛②♦✉t

❈♦♥tr♦❧ ❬✶✹❪
❙t❛❜❧❡

❉✐✛✉s✐♦♥

❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❛♥❞ ❡❛r❧②
✉♣s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦s
❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s

t ∈ [40, 50]
❢♦r
❉❉■▼(50)

❜♦t❤ ❞✐r❡❝t ❛♥❞
❣✉✐❞❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ✐♥❥❡❝t✐♦♥

r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
✐♠♣❧✐❝✐t❧② s♣❡❝✐✜❡❞
❜② t❤❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❡♥❡r❣②
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❘✐❝❤

❚❡①t✲t♦✲

■♠❛❣❡ ❬✷✾❪

❙t❛❜❧❡

❉✐✛✉s✐♦♥

❛❧❧ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s
❡①❝❡♣t t❤❡ ✜rst ❡♥❝♦❞❡r
❛♥❞ ❧❛st ❞❡❝♦❞❡r ❜❧♦❝❦s

✉♥❝❧❡❛r ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❣✉✐❞❛♥❝❡✲
❜❛s❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
t②♣❡s ♦❢ ❡❞✐ts

r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

❙♣❛t✐❛❧✲

❚❡♠♣♦r❛❧

❆tt❡♥t✐♦♥ ❬✶✶✾❪

❙t❛❜❧❡

❉✐✛✉s✐♦♥

❛❧❧ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❡♥t✐r❡
s❝❤❡❞✉❧❡

♠✐①❡❞ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤
♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜❧❡♥❞✐♥❣
✇❡✐❣❤ts ✉s✐♥❣ ❛ ❈▲■P✲
❜❛s❡❞ ❧♦ss

▼❛s❛❈tr❧ ❬✽❪ ❙t❛❜❧❡

❉✐✛✉s✐♦♥

♣r♦❥❡❝t❡❞ s❡❧❢✲❛tt❡♥t✐♦♥
❦❡② ❛♥❞ ✈❛❧✉❡ ❢❡❛t✉r❡
♠❛♣s ♦❢ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❛♥❞
❡❛r❧② ✉♣s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦s

❡♥t✐r❡
s❝❤❡❞✉❧❡
❡①❝❡♣t ❡❛r❧②
st❡♣s

❞✐r❡❝t ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤
❢♦r❡❣r♦✉♥❞✴❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
♠❛s❦✐♥❣ t♦ ❛✈♦✐❞ ❧❡❛❦❛❣❡

P♥P✲

❉✐✛✉s✐♦♥ ❬✶✵✻❪
❙t❛❜❧❡

❉✐✛✉s✐♦♥

❜♦tt❧❡♥❡❝❦ r❛✇ r❡s✐❞✉❛❧
❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ❛♥❞ ❡❛r❧②
✉♣s❛♠♣❧✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡
♠❛♣s

t ∈ [25, 50]
❢♦r
❉❉■▼(50)

❞✐r❡❝t ✐♥❥❡❝t✐♦♥

❙❡❧❢✲

❣✉✐❞❛♥❝❡

❞✐✛✉s✐♦♥ ❬✷✹❪

✐♠❛❣❡♥ r❛✇ r❡s✐❞✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡
♠❛♣s ♦❢ t❤❡ ♣❡♥✉❧t✐♠❛t❡
✉♣s❛♠♣❧✐♥❣ ❧❛②❡r

❡❛r❧②
s❝❤❡❞✉❧❡
❛♥❞ t❤❡♥
❛❧t❡r♥❛t✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥
✐♥❥❡❝t✐♦♥✴♥♦
✐♥❥❡❝t✐♦♥

❣✉✐❞❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
♦♥ ♣❡r✲♦❜❥❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s

❚❛❜❧❡ ❇✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

✺✶



t♦❦❡♥ ❛♥❞ Ah,w,k ❜❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣✐①❡❧ h,w ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣ ❛t ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
❧❛②❡r l✱ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡
t✐♠❡st❡♣ ✐♥❞❡① t ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧s c ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥❀ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❡ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧
❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ t❛❦❡s ❝❛r❡ ♦❢ t❤❡ r❡st✳

❝❡♥tr♦✐❞(k) =
1

∑

h,w Ah,w,k

[∑

h,w w ·Ah,w,k
∑

h,w h ·Ah,w,k

]

✭❇✳✷✮

s✐③❡(k) =
1

HW

∑

h,w

w ·Ah,w,k ✭❇✳✸✮

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❤❡♥ ♣r♦t♦t②♣✐♥❣ ✇✐t❤ ❉❡❡♣❋❧♦②❞ ■❋✱ ✇❡ ✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡
♦❜❥❡❝ts ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s t❡♥❞ t♦ ❜❡ ♥♦✐s② ♦r ❜♦✉♥❞ t♦ ✉♥✇❛♥t❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞
❡❛r❧✐❡r ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳

■♥❥❡❝t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❖♥❝❡ ❡①tr❛❝t❡❞✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts t❤r❡❡ ♠❛✐♥ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r r❡✲✐♥❥❡❝t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡
♠❛♣s✿

❼ ❆ ❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ❛r❡ s✐♠♣❧② r❡♣❧❛❝❡❞ ❛t s♣❡❝✐✜❝ st❡♣s ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❬✸✻✱ ✶✵✻❪✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉♥st❛❜❧❡
❛s ✐t ❞♦❡s♥✬t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r ❛♥❞ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ✇✐t❤ ❉❉■▼ s❛♠♣❧✐♥❣✱ ✐t ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ✐♥ ❡❛r❧② st❛❣❡s ❜✉t ✐❢ ✉s❡❞ t♦♦ ❧♦♥❣✱ ✐t ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧②
❞✐✈❡r❣❡✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝r✐t✐❝❛❧ ❛s✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇❡r❡ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ r❡❝♦✈❡r✐♥❣
t❤❡ ❧❛②♦✉t ❛♥❞ s❤❛♣❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡✐r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡
✇♦r❦s ❬✶✼✱ ✺✵❪✱ ❧❛t❡r st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❛r❡ ♠♦st❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧❛tt❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♠♦♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳

❼ ❆ ♠✐①❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ ❝r♦ss✲❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛♣s ❛r❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐♥ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❢❛s❤✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts ❝❛♥ s♠♦♦t❤❧② ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ♣❡r✲♦❜❥❡❝t ❈▲■P✲
❜❛s❡❞ ❧♦ss ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❙♣❛t✐❛❧✲❚❡♠♣♦r❛❧ ❆tt❡♥t✐♦♥ ❬✶✶✾❪✳

❼ ❆ ❣✉✐❞❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ ❛ ❧♦ss ♦r ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♠♦♦t❤❧② ❢♦r❝❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡
♠❛♣s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ t♦ ♠❛t❝❤ ❡①tr❛❝t❡❞✱ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss❡❞ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❡❞✐t❡❞ ♦♥❡s✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✽ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❛t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
❛s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♠♣❧✐❝✐t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡✐t❤❡r ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♥ ❛ ♣❡r✲♣✐①❡❧
❜❛s✐s ✇✐t❤ ❛ ▲✷ ❧♦ss ❬✷✾❪ ♦r ▲✶ ❧♦ss ❬✷✹❪✱ ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s ❬✶✹❪ ♦r ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
♣❡r✲t♦❦❡♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❬✶✷❪ ♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ t♦❦❡♥s ❬✽✵❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛s s✉❣❣❡st❡❞
❜② ❯♥✐✈❡rs❛❧ ●✉✐❞❛♥❝❡ ❬✺❪✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❜r❡❛❦ ♣❡r✲st❡♣ ✉♣❞❛t❡s ✐♥t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
s✉❜✲st❡♣s ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥ ❛s t❤❡ r❡✲♥♦✐s❡✴❞❡♥♦✐s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ✐♥♣❛✐♥t✐♥❣
✐♥ ❘❡P❛✐♥t ❬✺✽❪ ♦r ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❬✾✺❪✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛♥♦t❤❡r ❦❡② ❞❡s✐❣♥ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♠♦st ♠❡t❤♦❞s ✉s❡
❞❡♥s❡ ❛♥❞ ❡❛r❧② ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ✇❤✐❧❡ s♦♠❡ ❛❞❞ r❡❧❛①❡❞ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡s ✐♥ ❛ ❞r♦♣♦✉t ❢❛s❤✐♦♥ ❬✷✹❪✳

❉❉P▼ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✫ s❡❧❢✲❣✉✐❞❛♥❝❡✳ ❆t t❤✐s st❛❣❡✱ ✇❡ r❡♠❛✐♥❡❞ r❛t❤❡r ❡❧✉s✐✈❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛s✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ✐t s❡❡♠s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ❛r❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥✈❡rt❡❞ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ❡✐t❤❡r ✇❤❡♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ t❡①t ❛♥❞ t❤❡r❡❛❢t❡r
❡❞✐t✐♥❣✱ ♦r ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❉❉■▼ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❤❛s s❤♦✇♥
t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❧❡✈❡r❛❣❡ ❉❉P▼ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥❥❡❝t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ t♦
♣❡r❢♦r♠ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❬✸✼❪✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❞❞r❡ss❡s ❛ ♣r♦❜❧❡♠
t❤❛t ✇❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ✐♥ t❤✐s r❡♣♦rt✿ ❉❉■▼ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s❡♥s✐t✐✈❡
t♦ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✦ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ ❉❉P▼ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r❡✈❡♥t ❞r❛♠❛t✐❝
✧♠♦❞❡ ❝♦❧❧❛♣s❡✧ ✭✇❤❡♥ ❉❉■▼ ❞✐✈❡r❣❡s ✐t ✐s ♥♦t ❛ r❡❛❧ ♠♦❞❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ t❤♦✉❣❤✳✳✳✮✳ ❯♥s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❛♥❞
❝♦♥❝✉rr❡♥t❧②✱ s❡❧❢✲❣✉✐❞❛♥❝❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❬✷✹❪ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❣❡tt✐♥❣ r❡❛❞ ♦❢
t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡❞✐ts t❤❛t ❛r❡ st✐❧❧ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❡
✐♥t❡r♣r❡t❡ ✐ts s✉❝❝❡ss ❛s ❛ ❝❛r❡❢✉❧❧② t✉♥❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥✴r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞
s♦❧❡❧② ✈✐❛ ❡♥❡r❣②✴❣r❛❞✐❡♥t ❜❛s❡❞ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ♦♥ ❜♦t❤ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❡✳❣✳ ♣♦s✐t✐♦♥✱ s❤❛♣❡✱ s✐③❡✱ ❡t❝✳✮ ❛♥❞
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭♣❡♥✉❧t✐♠❛t❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛❝t ❛s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ✇❛② t♦ st❡❡r t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣

✺✷



♣r♦❝❡ss t♦✇❛r❞s ❛ t❛r❣❡t ✷❉ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ✧❜♦tt❧❡♥❡❝❦✧ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞♦✐♥❣ s♦ ✈✐❛ ♣✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✲
❜❛s❡❞ ❣✉✐❞❛♥❝❡✱ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❢✉❧❧② ♥❛✈✐❣❛t❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤
❉❉P▼ ✇✐t❤♦✉t ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t❤✉s ✧❞❡❛❞❧♦❝❦✐♥❣✧✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❢❡❛t✉r❡
♠❛♣s ❛r❡ t❤❡ ♣❡♥✉❧t✐♠❛t❡ ♦♥❡s ✐s ❝❡♥tr❛❧ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✧❧♦❝❦✐♥❣✧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❢❛❝❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✿ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛❧♠♦st ✭♦r ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢✮ ❘●❇
❝♦❧♦rs ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

✺✸



❆♣♣❡♥❞✐① ❈

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✫ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❈✳✶ ◆✉❧❧✲t❡①t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ◆✉❧❧✲t❡①t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

✶✿ P❡r❢♦r♠ ❉❉■▼ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛t ❧♦✇✲❣✉✐❞❛♥❝❡ ✭γ = 1.0✮ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t z∗0 , . . . , z
∗
T

✷✿ ❙❡t t❤❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ✭❡✳❣✳ γ = 7.5✮
✸✿ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ z̄T ← z∗T ✱ ∅T ← ∅
✹✿ ❢♦r t❂❚✱✳ ✳ ✳ ✱ ✶ ❞♦
✺✿ ❢♦r ❥❂✵✱✳ ✳ ✳ ✱ ◆✲✶ ❞♦
✻✿ ∅t ← ∅t − η∇∅∥z∗t−1 − zt−1(z̄t; ∅t, c)∥22
✼✿ ❡♥❞ ❢♦r

✽✿ z̄t−1 ← zt−1(z̄t, ∅t, c), ∅t−1 ← ∅t
✾✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✵✿ r❡t✉r♥ z̄t; (∅t)Tt=1

✇❤❡r❡ zt−1(z̄t; ∅t, c) =
√

αt−1

αt
· z̄t +

(√
1

αt−1
− 1−

√
1
αt
− 1
)

· ϵ̂θ(zt; ∅t, c) ❛♥❞
ϵ̂θ(zt; ∅t, c) = ϵθ(zt; t, ∅t) + γ [ϵθ(zt; t, c)− ϵθ(zt; t, ∅t)]

✺✹
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